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1 PREAMBULE 6

1 Préambule

“Qu’ils soient vus commes des méthodes numériques ou de simulations, les algorithmes
décrits ici partagent des caractéristiques communes |..|L objectif a atteindre étant la so-
lution approchée d’un certain probléme avec une précision € fixée, un critére de choix
important dans le choix d’une méthode numérique est le temps d’éxécution, mesuré en
nombre d’opérations élémentaires (la complexité de l’algorithme). Intervient alors la no-
tion de taille du probléme, qui est un entier n dont la signification est habituellement claire
en fonction du context - taille d’espace, taille de matrices - Les complexités des méthodes
numeériques déterministes dépendent généralement de la taille de fagon polynomiale, en
O(n?) ou O(n?). Tout aussi typiquement, un méthode de Monte Carlo résoudra le méme
probléme en O(n). Cela semble miraculeuz. Ou est donc le piége ? Il est dans la constante
cachée par lexpression O(n). Cette constante dépend de la précision € a atteindre. Pour
une dimension donnée, il est fréquent qu’une méthode numérique atteigne la précision e
en un temps O(log(e™1)). Pour une raison liée au théoréeme central limite, les méthodes
de Monte Carlo atteignent la précision € en O(e72), ce qui est tres lent.”

e méthode déterministe K - log(e™!) - n?,

e méthode de Monte Carlo K - 72 - n.

“C’est donc dans le cas ou la taille n du probleme est tres grande et [’exigence sur
la précision € faible qu’il faut envisager les méthodes de Monte Carlo”. (YCART (2001),
p.1-2).

En pratique, le critére de choix important dans le choix dans le choix de la méthode
n’est pas nécessairement le “temps d’éxécution”, mais le temps qui s’écoule entre le moment
ou l'on commence & écrire 'algorithme, et celui ot I'on obtient le résultat numérique.

Les méthodes numériques sont - en dimension 1 - a priori plus rapides (ou moins
cotiteuses en temps de calcul) que les méthodes de Monte Carlo, mais il est nécessaire
de formaliser correctement le probléme (conditions de bords de I’équation aux dérivées
partielles), ainsi que les changements de variables parfois nécessaires pour simplifier
I’algorithme.

Ce cours n’est ni un cours théorique d’analyse numérique d’équations aux dérivées
partielles, ni un cours de méthodes de monte carlo, mais un cours présentant différentes
méthodes numériques, dans une optique d’ingénieurie financiére.

Le but est de présenter les grandes idées sous-jacentes aux différentes méthodes
numériques, et de les illustrer sur des exemples concrets, en montrant qu’effectivement
elles convergent dans le cas du modeéle de BLACK & SCHOLES (1973), sous certaines con-
ditions. L’étude dans le détail de la vitesse de convergence sera le plus souvent laissé a
les curiosités de ceux qui souhaitent aller plus loin. De plus, la plupart des résultats tech-
niques seront expliqués, mais admis. Je renvoie les plus curieux (ou pointilleux) soit aux
cours antérieurs (en particulier de calcul stochastique, voire d’algébre linéaire ou d’analyse
fonctionnelle), soit & maintes références qui sont rappelées en toute fin de document.

Pour toute remarque ou question, arthur.charpentier@ensae.fr.
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2 INTRODUCTION AUX “OPTIONS” 7
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Figure 1: Prix d’une option d’achat (européenne).

2 Introduction aux “options”

Définition 1. Une option financiére est un produit dérivé qui donne le droit (et non

l’obligation) d’acheter (option d’achat, ou call) ou de vendre (option de vente, ou put) une
« ) )

quantité donnée d’un actif financier (action, obligation, indice boursier, devise, matiére

premiére, autre produit dérivé, etc.), appelé actif sous-jacent a un prix précisé a 'avance

(priz d’exercice), a une date d’échéance donnée (option européenne) ou avant une date

donnée (option américaine).

Les options peuvent étre utilisées soit en couverture de risque de baisse ou hausse, soit
pour spéculer a la baisse ou a la hausse.

A Tlinstar du prix d’une action, qui n’est pas déterminé seulement par l'offre et la
demande sur le marché, le prix d’une option (appelé aussi prime) dépend aussi des antic-
ipations de résultats de la valeur a 1’échéance. La valeur d’une option est par conséquent
composée de deux parties : la valeur intrinséque et la valeur temps.

La valeur intrinseque est égale a la valeur réelle de 'option c¢’est a dire qu’elle représente
le profit qui serait obtenu immédiatement si I’on décidait d’exercer I'option

La prime d’une option vaut toujours plus que sa valeur intrinséque tout simplement
parce qu'il y a toujours une possibilité (ou probabilité) pour que, d’ici I’échéance de
I'option, I'évolution des cours du sous-jacent accroisse la valeur intrinséque de 1'option.
La valeur temps mesure cette probabilité. Ainsi, méme lorsque 'option a une valeur
intrinséque nulle, la prime n’est pas nulle mais égale a sa valeur temps. Cette valeur
représente en quelque sorte la probabilité de réaliser ’anticipation.

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



2 INTRODUCTION AUX “OPTIONS” 8

2.1 Les options comme produit dérivé financier

En 1973, ouverture du CBOE (Chicago Board Options Exchange) et la méme année,
publication des articles de Black & Scholes ( The pricing of options and corporate liabilities,
Journal of Political Economy) et de Merton (Theory of Rational Option Pricing, Bell
Journal of Economics and Management Science).

2.2 Les options en assurance

Certains contrats d’assurance (vie) comportent des options: de nombreuses clauses con-
tractuelles peuvent étre interprétées comme des options (par exemple les clauses de rachat
anticipé).

2.3 Les options dite “réelles”

Par analogie aux options financiéres, on appelle option réelle sur une activité nouvelle, le
fait qu’'une entreprise fasse un premier investissement d’essai dans cette activité dont on
elle ne sait pas si elle vaudra la peine d’investir plus avant.

Une méthode de valorisation d’actifs de production est de les considérer comme des
options réelles ayant pour sous-jacent le bien qu’ils produisent.

Les projets d’investissement contiennent souvent des options,

e option d’abandon du projet, peut étre vue comme un put américain sur la valeur
du projet

e option d’extention du projet, peut étre vue comme un call américain sur la valeur
du projet

Exemple 2. Les options réelles sont utilisées pour les forages pétroliers.

Option financiére Options réelle
Valeur actuelle du titre Valeur actuelle des flux financiers espérés
Prix d’exercice (strike) Cout d’investissement
Delai jusqu’a maturité Délai jusqu’a expiration de 'opportunité d’investissement
Taux d’intérét sans risque Taux d’intérét sans risque (ou RAROC)
Incertitude sur la valeur du sous jacent Incertitude sur la valeur du projet

Exemple 3. Les options réelles sont utilisées pour les gestion environmentale des
TeSSOUTCES.

2.4 Les différentes options

Les options décrites jusqu’ici sont dites vanille (ou plain vanilla options), car ce sont
les premiéres apparues, les plus répandues et les plus simples.Ils sont échangés sur des
marchés organisés, mais il existe a c6té un certain nombre de produits échangés de gré a
gré, parmi lesquels

e les options binaires, ou options digitales, donnent droit, en cas d’exercice, a un
montant fixe (et préétabli) si le sous-jacent dépasse & maturité le prix d’exercice K.
Il s’agit essentiellement d’un produit spéculatif, car il est du type tout ou rien (on
parle également d’options all-or-nothing ou cash-or-nothing). Le payoff est alors de
la forme 1(Sr > K'), POOLEY, VETZAL & FORSYTH (2001), WYSTUP, SCHMOCK
& SHREVE (2001).

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



2 INTRODUCTION AUX “OPTIONS” 9

e les options asiatiques, ou options sur moyenne, donnent droit, en cas d’exercice, a la
différence entre le prix moyen sous-jacent sur la période [0,7] et le prix d’exercice
K (si cette différence est positive). Son avantage étre d’étre moins sensible a la
manipulation de cours qui peuvent s’observer au voisinage de I’échéance sur les

1 /7
options européennes classiques. Le payoff est alors de la forme (f / Sidt — K )
0

A

pour un strike fixe, ou (T / Sydt — ST) pour un strike flottant, KLASSEN (2001),
0

VECER (2001)

e les options lookback donnent droit & échéance a la différence entre la valeur du cours
en T et la valeur du minimum, ou du maximum sur la période [0,7]. Ces options
sont relativement cher, car le payoff est toujours positif (souvent strictement, sauf le
maximum ou le minimum est précisément atteint & échéance). D’autres options sur
minimum ou maximum offrent comme payoff la différence entre le prix d’exercice K
et la valeur du minimum, ou du maximum sur la période [0,7T]. Le payoff est alors
de la forme (max{S;,t € [0,T]} — Sr), BAABS (2000), CHEUK & VORST (1997),
KAT (1995), VORST & CHEUK (1994)

e les options sur quantile sont un rafinement des options lookback, ot on considére
non pas le maximum ou le minimum, mais un quantile prédéterminé. Le payoff
est alors de la forme (¢, {S:,t € [0,T]} — Sr)+, AKAHORI (1995), ANDRIANJAKA-
HERIVOLA & RUSSO (2001), BALLOTTA & KYPRIANOU (2001), DAsSIOS (1995),
FuJrta (2000), MIURA (1992).

e les options & barriére (knock out, knock in...) sont des call ou des put stan-
dards, mais dont l'exercice n’est autorisé que si le cours du sous-jacent franchis
(ou au contraire ne franchit pas) un seuil (appelé barriére). Le payoff est alors de
la forme 1(max{S;,t € [0,T]} < B) x 1(min{S;,t € [0,T]} > B) x (Sy — K), pour
une double barriére désactivante. BOYLE & LAU (1994), DERMAN, KANI, ERr-
GENER & BARDHAN (1995), FuJiTA & MIURA (2003), LEVITAN (2001), REINER
& RUBINSTEIN (1991).

e les options parisiennes sont des options qui sont annulées (ou activées) si le prix
du sous-jacent dépasse une des barriéres, et se maintient au dela pendant un temps
prédéfini. On distingera les options knock-in - ou & barriére activante - knock-out -
ou a barriére désactivante. Une terminologie plus explicite parle aussi des options
down & in, up & in,down & out ou encore down & out, VORST (1997), AVELLANEDA
& Wu (1999), HABER, SCHONBUCHER & WILMOTT (1999),SCHRODER (2000).

e les options quanto sont des call ou des put standards, sur des titres étrangers, mais
payés dans la devise locale. Ces options doivent alors prendre en compte le taux
de change. Le payoff est alors de la forme ey (St — K),, DRAVID, RICHARDSON &
SUN (1993) ou REINER (1992).

e les options cliquet qui permettent a I’acheteur de bloquer ses gains réalisés sur le
sous-jacent au cours d’intervalles déterminés pendant la durée de I'option, de sorte
que ces gains lui restent acquis méme en cas de mouvement inverse ultérieur. On
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parle aussi d’options lock-in, ou encore , BUETOW (1999), RUBINSTEIN (1991) ou
Kwok (2003).

e les options doubles qui permettent & I’acheteur de choisir, & une certaine date avant
I’échéance, si I'option sera une option d’achat ou une option de vente. On parle
aussi de d’options as-you-like-it, ou choose options, RUBINSTEIN (1991)

e les options verrou qui permet a ’acheteur de bloquer un rendement minimum en
choisissant, au moment qu’il juge favorable, de fixer au niveau du cours du sous-
jacent alors atteint le cours minimum ou maximum qui servira au dénouement de
I'option (shout options), Kwok (2003).

e les options passport sont plus complexes: a partir d’un actif risqué de prix (S;),
on considére une stratégie d’investissement dans ’action, défini par un processus

t
Xi=x+ / 0,dS,. L’option passeport permet de se couvrir contre une mauvaise
0

stratégie d’investissement (entre actif risqué et actif sans risque). Pour la version
discréte, ou les stratégies peuvent étre modifiées aux dates 0 < t; < t, < ... <

t, < T, le payoff est de la forme (Z ek(stk+1stk)> , et dans le cas continu,
k=0 +

t
(x+/ HSdSS) , AHN, PENAUD & WILMOTT (1998, 1999), DELBAEN & YOR
0

+
(1998), NAGAYAMA (1999), TOPPER (2003). Parmi toutes les variantes des options
passport, on retiendra les account options, perfect trader options, magic potion
options ou autre vacation options.

e les options sur panier - ou options papillon, ou butterfly dont l'actif sous-
jacent est un une combinaison linéaire d’actifs (panier de devises ou un panier
d’actions). Plus généralement, la Société Générale avait lancé en 1998 des op-
tions montain range (parfois appelées portefeuille a capital garanti). Parmi
toutes les montagnes possibles, on retiendra les options altiplano dont le payoff

n
% - K ) , les options Annapurna dont le payoff est de

est de la forme (k:1 Sio

la forme 1 (min {%}) > ¢, les options Atlas dont le payoff est de la forme
i,0

kt+
S.
< E —SZ’T - K ) , ou l'on enléve les k= plus mauvais titres et les n — k™ meilleurs,
s R0 N

S.
les options Everest dont le payoff est de la forme (min { SZT}) ou l'option Hi-
0
n S '

S e , ot seuls les meilleurs
Si0

k=kt © 4

titres sont considérés, OVERHAUS (2002).

malaya dont le payoff est de la forme

e les options arc-en-ciel, ou rainbow est également basé sur plusieurs actifs, mais il
peut s’agir (pour un arc-en-ciel & deux couleurs par exemple), du minimum ou du

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



2 INTRODUCTION AUX “OPTIONS” 11

maximum de deux actifs, et le payoff est alors de la forme (max{S;,S2)} — K); ou
(min{Sy, S2)} — K)+, LINDSET (2003) ou STULZ (1982).

e les options d’échange est un cas particulier d’options sur panier, ou le sous-jacent est
la différence (le spread) entre les cours de deux d’actifs. On parlera aussi de spread
options, dont le payoff est de la forme (S1 17 — Sor — K);. Parmi les variantes, on
retrouve les extreme spread options, les dual spread options, correlation options,
outperformance options ou autre ratio spread options, RUBINSTEIN (1994), MORO
(1995), PEARSON (1995) ou DUAN & PLISKA (2003).

La plupart de ces options sont dites car seule I'option ne peut s’exercer qu’a échéance
T. Pour les options dites dites , 'option peut étre exercée a n’importe quelle date entre
[0,7]. Des rafinements 1a aussi existent, avec les options dites , ou l'option peut étre
exercée a un ensemble prédéterminé de dates 0 < t; <ty < ... <t, < T, ou encore elles
peuvent étre dites si la date d’exercice est une variable aléatoire 7. On peut alors adapter
les options vues précédament dans un cadre américain. On notera 7 la date d’exercice
de l'option.

e les options russes, qui sont des options américaines perpétuelles (T est infini), qui
garantissent de toucher le maximum observé entre 0 et la date d’exercice. Le payoff
est alors max{S;,t € [0,7*]}, SHEPP & SHIRYAEV (1995, 1996, 1998).

e les options israéliennes sont des options américaines donne la possibilité au vendeur
de l'option d’empécher un exercice prématuré. KYPRIANOU (2002), KYPRIANOU
& BAURDOUX (2004).

e les options hawalennes sont des options américaines de type asiatique, basées sur la

1 T
moyenne du processus entre 0 et 7. Le payoff est alors de la forme <— / Sidt — K ) ,
T Jo

AMEUR, BRETON & L’ECUYER (1999), HANSEN & JORGENSEN (2000), JOR-
GENSEN, JORGENSEN & MILTERSEN (1999).

Enfin, parmi les sous-jacents possibles, on retiendra les options sur actions (étudiées
ici), mais aussi des options sur indices (CAC40), sur taux de change, sur taux d’intéréts,
sur matiéres premiéres (cacao, café...), voire sur des options (on parlera alors de compound
option).

Enfin, pour compliquer les choses, notons qu’on peut constituer des portefeuilles
d’options,

e le bull spread ou bear spread, qui consistent a acheter et vendre deux options de
méme sous-jacent et de méme date d’exercice, mais de strikes différents (K et
K5). Le Bull spread correspond & un achat et une vente d’une option d’achat et le
Bear spread est I’émission d’'une option de vente et un achat d’une option de vente.
Dans le cas du bull spread, l'investisseur s’attend a une hausse du cours du titre
sous-jacent,

e le butterfly correspond a 'achat de 2 call (de strikes K et K3) et la vente d'un call
(de strike K = (K14 K3)/2). Trés logiquement, le payoff a une forme se rapprochant
d’autant plus d’'un Dirac que les strikes sont proches. Cette stratégie sera choisie
par un investisseur qui anticipe que le cours du sous-jacent restera proche du strike
et ne bougera pas ni dans un sens ni dans un autre,
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e le straddle est un portefeuille composé d’une call et d’'un put de méme strike K.
Cette stratégie sera choisie par un investisseur qui pense que le cours du sous-jacent
va varier significativement sans savoir exactement dans quel sens. A l'inverse, un
investisseur qui anticipe que le cours restera stable autour de la valeur du strike
s’engagera dans la stratégie opposée,

e les calendar spreads sont des stratégies impliquant des options de différentes dates
de maturités (77,75, ...) mais de strikes identiques K.

En panachant tout, on peut s’intéresse a des straddle sur options russes (GERBER &
SHIU (1994)), etc.

2.5 Plan du cours

1. Modeles de mathématiques financiéres, liens entre probabilités, processus et prix de
produits financiers, présentation des options et formule de Black & Scholes,

2. Valorisation par arbre (binomial), par discrétisation des processus,

3. Valorisation par équation aux dérivées partielles, et utilisation des méthodes de
différences finies (ou éléments finis),

4. Valorisation par méthodes de Monte Carlo, et par simulations, sensibilisation a la
problématique de réduction de variance,

5. Cas des options américaines et des temps d’exercices optimaux.

2. L’utilisation des arbres (binomiaux) - ou méthode par lattice,

Il s’agit d’une méthode simple et explicite, mais parfois peu efficiente, en particulier
pour les options path-dependent. L’idée est de discrétiser en temps 1’évolution du sous-
jacent, mais aussi en espace: entre la date ¢; et ¢;,1, le cours passe de S;, & deux valeurs,
une en cas de hausse du cours, et ’autre correspondant a la baisse.

3. L’utilisation des équation aux dérivées partielles, et les méthodes de différences finies

Ces méthodes sont plus efficaces, mais parfois plus complexes & mettre en oeuvre: il
faut trouver 1’équation aux dérivées partielles et les conditions de bords. Ceci nécessite
de faire correctement du calcul d’Ito. Une fois I’équation aux dérivées partielle obtenue,
Iidée est alors relativement simple: remplacer les dérivées par des différence, i.e.

flx+h) - f(@)
h

f(x) ~ ou h est petit,

L’analyse de I'erreure commise se fait a l'aide de développements de Taylor,

flz+h) - f(z)
h

— @)=~ 2 @) + ofh),

sous des conditions de régularité suffisantes. Si ces conditions ne sont pas vérifiées, on
parlera de méthodes d’éléments finis.

4. Les méthodes de Monte Carlo,
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Le prix d’une option est I’espérance actualisée, sous une certain probabilité, du payoft:
e "Eg(g(S7)). L’idée de la méthode de Monte Carlo est d’utiliser la loi des grands
nombres pour approcher cette espérance, puis le théoréme central limite pour avoir un
ordre de grandeur de l'erreur commise. Si on sait simuler Sr (éventuellement tout le
processus (X¢)iejo,r] pour une option path-dependent), alors

Eo(g(51)) ~ 3 o(S.r)

avec une erreur de la forme O(1/4/n). Ces méthodes sont intéressantes en grande dimen-
sion (trois facteurs de risques), et sont faciles & mettre en oeuvre.
Mais la légitimation de telle ou telle approche dépend des auteurs,

2. L’utilisation des arbres (binomiaux) est naturelle, car il s’agit de la discrétisation la
plus simple du modeéle de BLACK & SCHOLES (1973). Mais “it is binomial is not
that it 1s a numerical scheme so simple as to be understood by traders all round or
by financial quantitative analysts freshly introduced to the field of numerical analysis.
The binomial tree is binomial - and so persistent in the financial textbooks - because
two states of the world are the only way we can regain market completeness in a
discrete setting”. (AYCHE (2001))

3. L’utilisation des différences finies pour les e.d.p. sont la “method of choice for less
thatn 3 stochastic factors since complex features are easily handled, i.e. complex
american contract type”. De plus, “one can build up general library so that many
different contracts can be quickly priced and those techniques can handle nonlinear
problems (optimal stochastic control, HIB equation)” (FORSYTH & VETZAL (2006)).

4. Les méthodes de Monte Carlo sont de plus en plus intéressantes compte tenu de la
vitesse de calcul des ordinateurs. Historiquement, “the most common applications

of Monte Carlo methods in numerical computations are for evaluating integrals”.
(GENTLE (2006)).

3 Un peu de modélisation et de mathématiques finan-
ciéres

Formellement on se place sur un espace probabilité filtré (Q, F,P). Q représente tous les
¢tats du monde possibles. L’état w € Q étant possible, cela signifie que P(w) > 0. En
se placant du point de vue d’un investisseur, la mesure de probabilité P représente sa
perception des probabilités associées a chaque état de la nature. On notera en particulier
que s’il y a deux investisseurs, les probabilités associés aux différents états de la nature
ne sont pas nécessairement identiques.

A un instant T, pouvant correspondre & une échéance quelqueconque, I'information
disponible est représentée par la filtration

F =A{F:,0<s <t}

avec Fy = {0,Q} (qui correspond a la tribue ne contenant aucune information). Si l'on
considére n titres sur le marché, on note pour tout i = 1,....,n et t € [O,T], S;; le prix
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du titre 7 a la date t. On notera que le processus (St ;)icjo,r) est un processus adapté a la
filtration F.

Notons qu’en plus de ces n titres risqués, on suppose qu’il existe un titre, indicé par
0, correspondant & un actif sans risque. Le processus 3, = 1/S;o sera utilisé comme
processus d’actualisation.

On appelera stratégie d’investissement un processus prévisible (o )icor], ol 0 =
(o, 1, ...y ) désigne les parts d’actifs détenus a la date ¢. La stratégie est dite
autofinancée si aucune somme d’argent n’est investie, ou retirée, apres la date 0, c’est
dire, en temps discret, que pour tout ¢ € [0, T

(6 7N St = 41 St.

On notera de plus qu’il n’y a pas de cotit de transaction.

La valeur d'une stratégie est le processus (Vi(c))icpr, oit Vi(ar) = ay - S;. Une
stratégie est alors dite admissible si elle est autofinancée, et que sa valeur n’est jamais
négative. On dira qu’une stratégie admissible est une opportunité d’arbitrage si

Vo(ar) =0 et Ep(Vy(ar)) > 0.

Autrement, avec une telle stratégie, en n’investissant rien (Vp(a) = 0), nous sommes
certain de ne pas perdre d’argent (Vr(«a)(w) > 0), et nous avons la possibilité de réaliser
un grain (il existe au moins un état de la nature w, pour lequel Vr(a)(w,) > 0).

Une hypothése fondamentale sera que sur le marché, il n’y a pas d’opportunité
d’arbitrage.

On parlera de portefeuille de réplication, permettant de répliquer un actif S;, un
portefeuille a; tel que, pour tout w € Q, ay - Sy(w) = Sf(w): a chaque état de la nature,
le portefeuille vaut autant que l'actif S;.

Sous I'hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage, si un portefeuille a;; permet de
répliquer un actif S}, alors nécessairement, & toute date antérieure s € [0,¢] leurs prix
coincident.

Exemple 4. si un actif sans risque vaut 1 +1r en ty et 1 a la date tg < t1, et si un
actif risqué vaut 1 en ty, et soit 1 +d, soit 1 +u en ty, avec d < u, alors nécessairement
d<r<u.

Un marché sera dit complet si quel que soit le payoff que I'on cherche a répliquer (cor-
respondant & une variable aléatoire Z), il existe un portefeuille de réplication, permettant
de répliquer Z, i.e. pour tout Z, il existe a tel que av - S(w) = Z(w) pour tout w € 2.

Parmi les hypothéses qui seront également toujours faites, bien que peu réaliste, on
notera que les actifs sont infiniment divisibles: on peut acheter une quantité 2/3, ou /7
d’actions. De plus, il n’y a pas de limitation de découvert.

On supposera qu’il n’existe pas de cotits de transations. Une conséquence de toutes
ces hypothéses est que les prix a 'achat et les prix a la vente sont identiques.

Parmi les autres termes, on dira qu'un portefeuille a est un portefeuille de couverture
pour un payoff Z, si pour tout w € Q, - S(w) > Z(w).

Enfin, I’hypothése que nous ferons dans toute la suite est qu’il existe un unique actif
sans risque. Cette hypothése est trés forte, et contredite par la réalité (courbe des taux
plate, constante).
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Si le marché est complet, et satisfait ’absence d’opportunité d’arbitrage, considérons
un portefeuille sur plusieurs actifs Sy, Si, ..., Sp. Considérons un produit dérivé européen,
de payoff positif, de maturité 7. Par hypothése, il existe un portefeuille de répliquation,
permettant d’obtenir le prix en ¢t = 0. Aussi, le prix du produit dérivé est une combinaison
linéaire des actifs. Soit Iz ce prix. On suppose le premier actif Sy sans risque. Alors

So,r o .
II7 | ——- ] est une forme linéaire positive.

0,0

De plus, cette fonction vaut 1 en 1 (principe d’actualisation sur le taux sans risque). Par
le theoréme de Riesz, il existe une unique probabilité @ (unicité induite par I’hypothése
de marché complet), équivalente a la probabilité historique P (ayant les mémes ensembles
de mesure nulle) telle que

S,
I, (%Yﬁ — / YrdQ = Eq(Yr),
0,0

pour tout Yr. Donc, pour tout produit européen de maturité 7T', et de flux terminal X,

X
7 (X7) = SooFg (S—D :

)

Le prix d’un produit dérivé européen est alors ’espérance sous une probabilité Q - appelée
probabilité risque neutre - du prix du payoff actualisé (facteur So. % correspondant au prix
de lactif sans risque en 7).

Il est alors possible de noter que sous la probabilité Q,

X X
_t:EQ(_T ft)7

So,t So, T
ou l'espérance est calculée conditionnellement & 'information connue a la date t, notée
Fi. Aussi, le prix actualisé de I'actif (X;)icpo,r) est une martingale.

3.1 Un peu de terminologie sur les options

Un call est une option d’achat, et un put une option de vente. Le payoff d’une option (ou
valeur intrinséque) est le maximum entre 0 et le flux engendré par un exercice immédiat
de l'option. Pour un call, le payoff est max{0,S — K} = (S — K);.

La valeur temps d’une option vient du fait qu’il est possible que le prix du sous-jacent
varie encore avant échéance.

Une option est dans la monnaie engendrerait un flux positif si elle était exercée im-
médiatement. Un call est dans la monnaie si et seulement si S > K.

Une option est a la monnaie engendrerait un flux nul si elle était exercée immédiate-
ment. Un call est dans la monnaie si et seulement si S = K.

Une option est en dehors de la monnaie engendrerait un flux négatif si elle était exercée
immédiatement. Un call est dans la monnaie si et seulement si S < K.

Exemple 5. Considérons a une date t l'indice CAC 40 cotant 3195.02 points, et consid-
érons les options suivantes,
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Prix (Black-Scholes) d'un call Prix (Black-Scholes) d'un put
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Figure 2: Influence du prix du sous-jacent sur le prix d’un call et d’un put.

o un call de priz d’exercice K = 3150 est a la monnaie,
e un call de prixz d’exercice K = 3200 est dans la monnaze,

e un call de prixz d’exercice K = 3250 est en dehors de la monnaze.

Plusieurs facteurs peuvent influencer le prix d’un option sur action,

e le cours du sous-jacent (de I’action) a la date d’évaluation (ici Sy),

e le prix d’exercice, ou strike, K

e le temps & parcourir avant ’échéance, T', en années,

e la volatilité du prix de l'action o,

e le taux d’intérét sans risque 7.

Les figures 2 & [6l montrent les évolution des prix d'un call (a gauche) et d’un put (&
droite), en fonction de différents parameétres.

La prime est le prix du contrat payé par ’acheteur au vendeur de 'option (qu’elle soit
d’achat ou de vente).
Exemple 6. Le CAC 40 cotant 3195.02 points

e un call de prixz d’exercice K = 3100 wvalait 199.91 points, et le put 100.13,

e un call de prixz d’exercice K = 3150 wvalait 168.86 points, et le put 118.98,

e un call de prixz d’exercice K = 3200 valait 140.41 points, et le put 140.41,

e un call de prixz d’exercice K = 3250 valait 115.17 points, et le put 1465.06,

e un call de prixz d’exercice K = 3300 valait 93.26 points, et le put 193.03,
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Prix (Black-Scholes) d'un call Prix (Black-Scholes) d'un put
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Figure 3: Influence du prix du strike sur le prix d’un call et d’un put.

Prix (Black-Scholes) d'un call Prix (Black-Scholes) d'un put
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Figure 4: Influence du prix du temps avant échéance sur le prix d’options.
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Prix (Black-Scholes) d'un call Prix (Black-Scholes) d'un put
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Figure 5: Influence du prix du taux sans risque sur le prix d’un call et d’un put.
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Figure 6: Influence du prix de la volatilité du sous-jacent sur le prix d’options.
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Prix d'un call européen: la valeur temps Prix d'un call européen: la valeur temps
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Figure 7: La valeur temps d’une option.

Le valeur intrinseque de l'option est la différence (positive ou nulle) entre le cours
du support, et le prix d’exercice. La différence entre le cours de 'option et sa valeur
intrinséque sera appelée valeur temps.

3.2 Bornes sur les prix et relations de parité

Les bornes sont des outils précieux pour vérifier qu’'un algorithme de valorisation est bien
implémenté.

e une option d’achat ne peut jamais valoir plus que 'action sous-jacente (Sp),

que l'option soit européenne ou américaine. Aussi, C' < Sy (sinon une opportunité
d’arbitrage serait possible en achetant I’action, et en vendant le call). De méme,

e une option de vente ne peut jamais valoir plus que que le strike (K),

en particulier, & maturité. On peut en déduire que sa valeur aujourd’hui ne peut pas
dépasser la valeur actualisée du strike, i.e. P < Ke 7.

e une option d’achat ne peut jamais valoir moins que Sy — Ke™ "7,

Aussi, on en déduit que C' > max{S, — Ke"7,0}.

e une option de vente ne peut jamais valoir moins que Ke "7 — S,

Aussi, on en déduit que P > max{Ke"" — Sy, 0}.

e pour des options européennes C' — P = Sy — Ke™"", formule de partié call-put,

e pour des options américaine C — P < Sy — Ke "7

Toutes ces propriétés peuvent se résumer dans les propriétés suivantes,

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



8 UN PEU DE MODELISATION ET DE MATHEMATIQUES FINANCIERES 20

Proposition 7. Dans le cas d’options européennes, si C' et P désignent les prixz du call
et du put a la date 0,
max{Sy — Ke"",0} < C < S,

max{Ke " — S,,0} <P < Ke .

On a de plus la formule de parité

C—-P= S() *KB_TT.

Proposition 8. Dans le cas d’options américaines, si C' et P désignent les priz du call
et du put a la date 0,
max{Sy — Ke ™", 0} < C < Sy,

max{Ke " — $,0} < P < K.

On a de plus la formule de parité

So— K<C—-P<Sy—Ke T,

“The Black-Scholes formula is still around, even though it depends on at least 10
unrealistic assumptions. Making the assumptions more realistic hasn’t produced a formula
that works better across a wide ranfe of circumstances” (BLACK (1989)).

3.3 Comment fait-on pour valoriser des options ?

L’idée centrale pour valoriser des options est de pouvoir constituer des portefeuilles per-
metttant de répliquer le payoff de 'option.

3.4 L’équation de BLACK & SCHOLES (1973) (sans démonstra-
tion)

La formule dite de BLACK & SCHOLES a été publiée en 1973, par Fischer Black et Myron

Scholes, et constituait le prolongement de travaux réalisés par Paul Samuelson et Robert

Merton.

La formule de BLACK & SCHOLES permet de calculer la valeur théorique d’une option
européenne a partir des cinq données suivantes,

e Spou S la valeur actuelle de I'action sous-jacente
e T le temps qui reste a 'option avant son échéance

e K le prix d’exercice fixé par 'option, ou le strike

r le taux d’intérét sans risque

o? la volatilité du prix de l’action
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Le prix théorique d’une option d’achat (call) a la date ¢ = 0, qui donne le droit mais
pas l'obligation d’acheter I'actif S a la valeur K a la date T', est caractérisé par son payoff
max{Sr — K,0} = (Sr — K). Le prix d'un call européen est donné par la formule de
BLACK & SCHOLES,

C = S®(d)) — Ke ™ ®(dy),

ou ® est la fonction de répartition de la loi N'(0, 1), i.e.

oo [ ()

1 S o?
d; = 1 — — | T
! aT(Og(K>+(T+2) )7
avec dy = dy — o/T.

Pour le prix théorique d’un put, la relation de parité donne aisément

P=Ke "®(—dy) — S®(—d,).

et

3.5 La notion de volatilité implicite

Le prix d’une option dépend de parameétres connus
e Spou S la valeur actuelle de I'action sous-jacente
e T le temps qui reste a I'option avant son échéance
e K le prix d’exercice fixé par l'option, ou le strike
et de deux autres parameétres.
e 7 le taux d’intérét sans risque
est supposé connu, ou obtenable sur les marchés de taux.
e o2 la volatilité du prix de l'action

La volatilité du sous-jacent est supposé estimable (cf plus loin).
En fait la volatilité va étre, en pratique, un paramétre problématique. En particulier,
supposer des taux constants dans le temps, ou une volatilité constante semble peu réaliste.
Dans le modeéle de BLACK & SCHOLES (1973), notons que le prix s’écrit

C = BS(S,,T,K,r, o).

En pratique, pour différentes maturités T, ou différents strike K, il est possible de trouver
des prix, sur le marché, de telles options.
Le principe de la volatilité historique revient a inverser cette équation, en notant que

6 =BS™YS,, T, K,r,C(T, K)).
On parle alors de surface de volatilité implicite.
En dimension 1, & maturité donnée, la volatilité implicite peut s’exprimer en fonction
du strike K, et la courbe obtenue est en forme de smile. A la monnaie, la volatilité

implicite est la plus basse et plus on s’éloigne de la monnaie, plus elle est élevée.
La pente de la volatilité implicite en fonction du strike est appelée la skew.
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Volatilité implicite ou smile de volatilité
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Volatilité induite dans le modele Black & Scholes
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Figure 8: Notion de volatilité implicite, et de smile de volatilité.
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Figure 9: “Surface” de volatilité implicite.
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3.6 D’ou vient cette volatilité implicite

L’existe de ce smile de volatilité est en contradiction avec le modeéle de BLACK & SCHOLES
(1973).

Parmi les interprétations, une premiére (économique) est basée sur le fait qu’il existe
une asymétrie entre 1'offre et la demande sur les marchés d’options.

La seconde interprétation est que supposer un processus de type Brownien géométrique
pour le prix des actions est irréaliste.

3.7 Petit complément, le versement de dividendes

Les anticipations sur le versement de dividendes peuvent étre modélisés. Il ocnvient de
distinguer
e le cas ou les dividendes sont un pourcentage du cours du titre aux dates de tombée
des dividendes,

e le cas ou les dividendes sont un certain capital, vus alors que des flux futurs
(éventuellement certains).

Dans le premier cas, on modélise le taux (instantané) de dividende.
Considérons le cas d’un titre, versant des dividendes —Dq,..., —Dy_; aux dates T1,...,
Tn_1, entre 0 et t. Le prix en t = 0 est la somme actualisée des flux futurs, i.e.

3.8 Formule de BLACK & SCHOLES (1973) en présence de divi-
dendes

Dans le cas d’versement continu de dividendes, soit ¢ le taux de dividende, tel que le

détenteur du titre touche ¢5,dt pendant 'intervalle dt. La dynamique du prix s’écrit alors
ds,
— = (= q)dt + odW,,
St
ce qui donne simplement les formules (fermées) des prix des call et des put européens:
pour un call

C = Se"d(dy) — Ke""®(dy),
ou ® est la fonction de répartition de la loi N'(0,1), et

- tan(2) (0 2)r)

avec J2 = dl — ov/T. Dans le cas d’un put
P=Ke " ®(—dy) — Se " ®(—d,).

Dans le cas ou les paramétres r, ¢ ou o2 ne sont plus constantes, mais dépendantes

du temps (mais pas pour autant stochastique), notons qu’il suffit de remplacer les valeurs
constantes pour leur moyenne sur l'intervalle [0, 77,

1 (T 1 (T 1 [T
= = 2 _ 1 2 ‘
r T/o r(u)du, q T/o q(u)du et 0° — T/o o?(u)du
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3.9 Formule de BLACK & SCHOLES (1973) en présence de coiits
de transactions

Une démonstration pour obtenir ’équation de BLACK & SCHOLES est de constituer un
portefeuille de réplication, et par absence d’opportunité d’arbitrage, on en déduit le prix
de tout produit contingent.

Or créer un portefeuille contenant A unité d’actif risqué peut avoir un coiit. LE-
LAND (1985) a proposé d’é¢tendre le modéle de BLACK & SCHOLES s’il y a des cotts de
transaction.

3.10 Le calcul des grecques dans le modéle de BLACK & SCHOLES
(1973)

Si C' désigne le prix d'un call européen, rappelons que
C =50 (dy) — Kexp(—rT) P (ds)
dans le modéle de BLACK & SCHOLES (option sur action), avec

_log(§/K) + (r+0?/2)T . log(S/K)+(r—o?/2)T _ =
= O—ﬁ tdg— O_ﬁ —dl ﬁ

Pour les calculs rappelons que

dy

B = i~ 210g (Sexp (1T) /) et 6 () = o (dy) ST,

3.11 Le Delta

Le Delta étant la sensibilité du prix d’un call a une petite variation du prix du sous-jacent,
on en déduit

oC 0% (dy) 0P (ds)
53 (dy)+ S 53 exp (—rT) 59
- 0 (d) 9 0D (dy) 9ds
= &(dy)+ S 3d, 05 — Kexp(—rT) 9, 05
B od, Sexp (rT) Ody
= q)(dl)—i_sgb(dl)ﬁ K¢ (dv) K B
= B(d)+0>0,
en utilisant le fait que
o, _ iy
oS 0S8

Aussi, pour un call et un put respectivement,
AC) = (dy) >0 et A(P) = (dy) —1<0.

Le role du delta a été évoqué précédemment, le portefeuille sans risque de BLACK
& SCHOLES (1973) est consitué d’'une vente d’une option, et de l'achat de A actions:
“Black & Scholes évoluent les options en position delta-neutre, et une telle position doit
étre rémunérée au taur sans risque’.
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Delta d'un call (Black & Scholes) Delta d'un call (Black & Scholes)
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Figure 10: Delta dans le modéle de BLACK & SCHOLES (influence de r et o).

3.12 Le Gamma

Le Gamma étant la sensibilité du Delta d’un call a une petite variation du prix du sous-
jacent, on en déduit

9N PO 00(dy) 9% (dy) Oy
as ~ asr 9SS  ad, oS
¢ (d1)

= > 0.
So\/T

Aussi, pour un call et un put, le Gamma est identique,

[(C) =T(P) = ;’;—d\/l% > 0.

Le gamma représente la convexité du prix d’une option en fonction du cours du sous-
jacent.

En pratique, le Gamma est trés important, car la stratégie est traditionnellement de
se positionner en delta-neutre sur un portefeuille, et c’est alors le gamma, et donc les
fluctuations de grande amplitude du cours, qui vont étre reponsable de 1’évolution d’un
portefeuille.

Un trader qui adopte une couverture dynamique delta-neutre sera donc amené a mod-
ifier sa position sur le sous-jacent de facon trés fréquente si le Gamma est élevé.

A Tinverse, si le gamma de I'option est nul, le trader peut conserver une position fixe
tout au long de la durée de vie de I'option.
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Gamma d'un call (Black & Scholes) Gamma d'un call (Black & Scholes)
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Figure 11: Gamma dans le modéle de BLACK & SCHOLES (influence de r et de o).

3.13 La sensibilité au strike

La sensibilité du prix d’un call & une petite variation de la strike s’écrit en revanche

oc 0% (dy) 0P (ds)
K S K exp (—rT) @ (d2) — K exp (—rT) 5K
0® (dy) 0d, 0® (dy) Ody
= S—— - —rT) ® - K —rT) —————
B od, Sexp (rT) Ody
= S¢(d) oK exp (—rT) @ (dz) — Kexp (—rT) ¢ (d1) K 0K
= —exp(—rT)P(dy) <O,
en utilisant le fait que
0y _ 0dy
0K 0K
Exprimé en valeurs relatives, on peut obtenir aisément que
*C 0P (dy) ¢ (dy)exp (—rT)
aKz——eXp(—rT) K Ko/T > 0.
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3.14 Le Vega

Le Vega étant la sensibilité du prix d’un call a une petite variation de la volatilité du
sous-jacent, on en déduit

_aC 9D (dy) 0D (dy)

V = 80_5 9 Kexp (—rT) 5o
0D (dy)ddy 00 (dy) 9d
= Sq 9p ~Kew (T —5 =5,
= Sé(d) VT > 0.

Aussi, pour un call et un put, le Vega est identique,

V(C) = V(P) = Sé (d) VT > 0.

Vega d'un call (Black & Scholes) Vega d'un call (Black & Scholes)

T T T T I
60 80 100 120 140 60 80 100 120 140

Cours de laction Cours de Taction

Figure 12: Vega dans le modéle de BLACK & SCHOLES (influence de r et de o).

3.15 Le Theta

Le Theta étant la sensibilité du prix d'un call & une petite variation de la maturité de
I’option , on en déduit
oC . Sgb (dl) g

00 =S e (i) 0 ).

Aussi, pour un call et un put, le Theta vaut respectivement

O(C) = _Seld)o rKexp (—rT)® (dy) <0,

2T
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et
S¢(dy) o
O(P) = _59ldyo +rKexp (—rT) @ (—dy).
2V/T
Theta d'un call (Black & Scholes) Theta d'un call (Black & Scholes)
N
v
V‘ 4
4‘3 4
i ik
9 9]
‘ { T T T w ‘ { T T T w
0 8 100 120 140 60 8 100 120 140
Cours de Iaction Cours de raction
Figure 13: Theta dans le modeéle de BLACK & SCHOLES (influence de r et o).
3.16 Le rho

Le Rho étant la sensibilité du prix d’un call & une petite variation du taux sans risque,
on en déduit,

R = %—f =TKexp(—rT)®(dy) >0

Aussi, pour un call et un put, le Rho vaut respectivement
R(C)=TK exp (—rT) P (dy) > 0,

et
R(P)=—-TKexp(—rT)®(—dy) < 0.

4 Quelques mots sur ’estimation des parameétres

Plusieurs méthodes peuvent étre retenus pour obtenir les différents paramétres. On dis-
tinguera,

e l'estimation historique, ot on cherche a estimer les paramétres d’évolution de S; a
partir de données historiques. On cherche alors des estimateurs f et 3 du drift et
de la volatilité. On en déduit alors la probabilité risque neutre @, puis on en déduit
les prix d’options.
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Rho d'un call (Black & Scholes) Rho d'un call (Black & Scholes)
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Figure 14: Rho dans le modéle de BLACK & SCHOLES (influence de r et o ).

e la calibration, ol on cherche a obtenir directement, & partir de données de marchés
(de prix d’options) la probabilité risque neutre Q.

4.1 Estimation de parameétres univariés

Dans I’approche “classique”, les variables d’intérét sont généralement la moyenne et I’écart-
type.

4.2 Calcul de variances empiriques

Rappelons que la variance empirique d’'un échantillon { X7, ..., X, } est

1 " 1 &
Sg(:n—l ;XZ?_ HZ;XZ

L’algorithme qui consiste & calculer dans une boucle U = U + X; et V =V + X? peut
s’avérer instable si les X; prennent de grandes valeurs. La variance empirique est alors
S% =(V-U?%/n)/(n—1).

Une alternative peut étre de calculer dans un premier temps la moyenne X, puis de
calculer dans une boucle V = V + (X; — X)2. La variance empirique est alors S% =
V/(n—1).

Une autre méthode est basée sur une mise & jour, observation par observation. On
pose alors U; = X7 et V} = 0 afin d’initialiser I'algorithme. Puis, dans une boucle, on
pose

2

1 —1

1

1
Vi=Via+ (X —Uin)? et Uy = Uiy + ;(Xz —Ui-1),
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Figure 15: Evolution de I'indice SP500, 1990-2006.

et enfin, la variance empirique est alors S% =V, /(n — 1).
Numériquement, c’est cette derniére méthode qui permet généralement d’avoir la
meilleur précision (CHAN, GOLUB & LEVEQUE (1983)).

4.3 Variance empirique ou variance implicite ?

Nous avons vu que deux types de variances pouvaient étre obtenues,
e une volatilité empirique, estimée a partir de I’évolution du sous-jacent,

e une volatilité implicite, dérivée des prix de marchés d’option, permettant d’obtenir
la formule de BLACK & SCHOLES (1973).

Les Figures/15/a/16 montrent ainsi la comparaison entre la volatilité empirique obtenues
sur I'indice SP500, et I'indice VIX, correspondant a la volatilité implicite sur cet indice.

4.4 Approche implicite et modéle de DUPIRE (1998)

Si la volatilité était la méme pour toutes les maturités 1" et tous les prix d’exercice K, les
prix de call et put seraient donnés par la formue de BLACK & SCHOLES (1973), avec une
méme volatilité o.

En réalité, il convient de prendre en compte une volatilité implicite o(T, K).

La formule de Dupire permet d’obtenir une volatilité qui ne soit ni constante, ni
déterministe. On suppose que le prix du titre est donné par I’équation

ds,
?t = /,Ltdt + O'(St, t)th
t

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



4 QUELQUES MOTS SUR L’ESTIMATION DES PARAMETRES 31
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Figure 16: Volatilité empirique versus volatilité implicite.

Le prix X; = X (S, t) d’un actif contingent - vu comme une fonction de S; - satisfait
I’équation aux dérivées partielles
0X  o*(S,t)9?°X 0X
-t +r
ot 2 052 oS

Notons que ce prix - vu comme procesus - peut aussi s’écrire comme solution de I’équation

dx -
—L — rdt + ox (S, t)dW,,
Xy

sous la probabilité risque neutre Q, ou (Wt) est un mouvement brownien standard.

On cherche ici a calculer le prix d’un call, ou plutot le prix de tous les calls de maturités
T et de prix d’exercice K différents, C'(7, K). On cherche alors la fonction de volatilité
o(95,1) telle que pour tout 7" et tout K,

C(T,K) = exp(—rT)Eq((St — K)4).
Q(Sr € [z, z + dx])

On note ici ¢(T,x) =

x
aléatoire St (sous Q). Le prix du call s’écrit alors

, la fonction de répartition de la variable

+oo

C(T,K) = exp(—rT) /K (x — K)o(T, x)dx. (1)

En dérivant deux fois par rapport a K, on obtient
2

o(T,z) = exp(—rT)a—KC;(T, ).
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Aussi, la fonction de répartition ¢ vérifie ’équation de Fokker-Plack,
9p(T,x) 1 0?
oT  20a?
En remplacant ¢(7', x) par son expression en fonction de C'(T', K') (donné par I’équation
1)) on en déduit I’équation satisfaite par C(T, K),
0% (0Cy(T Xa,T) - 22 0°Cy(T oCy(T
ax2( 0( ,SL’)+O'(SC, ) Z 0( 7x)_r$ 0( 7‘77)):0.

[0%(z,T) - 2* - ¢(T, x)] — %[m&b(T, x)].

aT 2 Ox? Ox
Pour que les prix restent bornés en fonction du strike, il faut nécessairement que

OCy(T, x) N o?(x,T) - a* PCo(T,x)  9Cy(T,x)\ _ 0
oT 2 D2 T o o

D’ou finallement l'expression de la volatilité o(x,T") en fonction des prix des calls,
appelée formule de Dupire,

oC(T,x) 0C(T,z)

rx

2 _ ox oT
7t = P
2 0x2

4.5 Quelques expressions de volatilité pour des options eu-
ropéennes

e Prix de call digitaux avec smile de volatilité: fonction indicatrice

Considérons le cas de calls digitaux, payant 1 si S > K et 0 sinon, i.e. 1(Sy > K)
De maniére simple, notons que 'introduction de cette masse de Diract en K permet
de modéliser le call digital par un montage, de telle sorte que le prix d’un call digital de

strike K s’écrit 1
e [Cpes(K(1—¢)) = Cpgs(K(1+¢))]

ot Cpgs(-) est le prix BLACK & SCHOLES d’un call de strike -. Le prix de ce montage
tend vers le prix d’'un call digital quand € — 0. Le prix (théorique) est

_ 1 [
- 2Ke
soit, en effectuant un développement limité
0Cpes(T, K) 0o (T, K)
- —_— 1).
0K o W
Aussi, le prix du call digital en présence de smile de volatilité s’écrit
H* . _aCB&S(T,K) OU(T,K)
~ 0K 0K

prix du call digital N ~ d ~
prix du call digital sans smile impact du smile de volatilité

*

Cpes(K(1—¢€),0(T,K(1 —¢))) — Cpes(K(1+¢),0(T,K(1 —¢)))]
T =

— Végapgs(T, K)

- VégaB&S(Ta K) + 0<1)7

soit
0o (T, K)

0K

IT* = [ smile ()¢ (T K)) — Végaggo(T, K)
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e Prix de différence de call digitaux avec smile de volatilité: fonction en escalier

On considére une option payant 1 si Sy € [K7, Ky] et 0 sinon, i.e. 1(Sy € [K7, K3)).
Le portefeuille qui permet de répliquer cette option est obtenu avec une position longue
sur le call de stike K7, et courte sur le call de strike K5. Aussi, en utilisant la relation
précédante

[I* = [rsass smile(Kl’ O'(T, Kl)) _ Jpsans smile(KQ’ O'(T, KQ))
80(T, KQ) 80'(T, Kl)

Vé T K
+ egaB&S( ) 2) aKQ aKl )

- VégaB&S(T? Kl)

soit, en posant Ky = K7+ AK, la variation du prix du a cette différence AK, notée AIT*
s’écrit

. ) ) do(T, K
AIl*(Ky) = L()_K (vegaB&S(T7 Kl)ngl))
_aHsans smile(KI’ O'(T, K1)> B OTIsans smile(Kl’ O'(T, Kl)) 80‘(T, Kl) AK
0K, do 0K, '

e (Cas général d'une option européenne: combinaison linéaire de fonctions en escalier

De maniére plus générale, en utilisant ’expression précédante, pour une option de

payoff g(St), on peut écrire le prix comme / g(z)AIl*(z), soit finalement
0

/0 ) {a% (VégaB&s(T, m)%)

_aHsans smile(x’ O'(T, l’)) B aHsans smile(l.7 0.(7"7 I)) 80-<T7 I)
ox do Ox

g(x)dx.

5 Les notions de taux d’intérét

Rappelons que la structure par terme des taux d’intérét (ou courbe des taux) est la
fonction qui & une date donnée et pour chaque maturité, indique le niveau du taux d’intérét
associé.

Notamment, on distingue les courbes de marché et les courbes implicites,

e Les courbes de marché sont construites directement a partir des cotations de marché
d’instruments (obligations ou swaps).

e Les courbes implicites sont elles construites indirectement. On retrouve la courbe
des taux zéro-coupon, les courbes de taux forwards, la courbe des taux forwards
instantanés ou encore la courbe des taux de rendement au pair.

On pourra considérer les différents taux suivants: le taux de rendement a maturité, le
taux de swap, le taux zéro-coupon, le taux forward, le taux forward instantané ou encore
le taux de rendement au pair.

Le taux de rendement a maturité ( Yield to Maturity) est associé a un produit de taux
d’intérét: l'obligation a taux fixe. L’obligation a taux fixe est classiquement cotée en prix
ou en taux. Ce taux est le taux de rendement & maturité de I'obligation.
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Exemple 9. A la date t, le tauz de rendement (actuariel) a maturité de l'obligation de
priz V(t) délivrant les fluz F; auz dates futures i =t +1,...,T est le taux R(t) qui vérifie
I’équation

F;
V0= 2 T RG

i=t+1
La courbe des taux de rendement a maturité associe a chaque maturité d’une obligation
son taux de rendement.

En pratique, cette courbe souffre de l’effet coupon pour des raisons essentiellement
fiscales, certains pays taxant différemment le capital et les coupons. Ainsi, deux obligations
de méme échéance mais de taux de coupon différent n’auront pas forcément le méme taux
de rendement, les investisseurs préférant l'obligation qui a le coupon le plus élevé, ce qui
a pour effet d’accroitre son prix et de diminuer son taux de rendement.

Le fait d’utiliser le taux de rendement pour évaluer une obligation consiste a faire
I’hypothése que la courbe des taux est plate.

En effet on utilise le méme taux R dans chaque facteur d’actualisation. Or la courbe
des taux est tres rarement plate.

Une obligation est plus justement évaluée a l'aide des taux zéro-coupon.

Le taux de swap s’obtient de la maniére suivante: la valeur d’'un swap standard de
montant nominal N est égale a celle:

- d’une obligation a taux fixe de maturité identique a celle du swap et de méme montant
nominal que le swap;

- moins le montant nominal du swap.

A une date t donnée, le taux fixe est déterminé de telle facon que la valeur du swap
soit égale a 0.

Ce taux fixe est appelé taux de swap. C’est ainsi que sont cotés les swaps.

Les taux de swap cotés sur le marché sont issus de swaps standards entre banques,
c’est pour cela que cette courbe est couramment appelée courbe interbancaire.

Les taux zéro coupons sont implicitement définis dans la relation suivante:

1
(1+ R(t)"

ou B(0,t) est le prix de marché a la date 0 d’une obligation zéro-coupon (on parle de
strip) délivrant 1 euro a la date t. B(0,t) est alors le facteur d’actualisation en 0 pour la
maturité ¢.

De maniére plus générale, un zéro-coupon d’échéance T' vaut, en t, B(t,T), et on note
R(t,7) le taux actuariel en ¢ de maturité 7 le taux annualisé auquel est prété 'argent
entret et t + 7, lLe.

B(0,t) =

1
B(t,t =
) = TR )y
Le taux “continu” est R(t, ) défini par
1
R(t,7) = —log B(t,t + 7) = log(1 + R(t,7)).
T

Enfin, le taux court r; est la limite des taux continus R(¢,7), quand la maturité 7 tend
vers 0,
0B(t,T)

Ty = 1111(1) R(t’ T) - orT T=t.

T—
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La courbe des taux est alors la fonction 7 — R(t,7). On parlera de courbe plate si
cette fonction est constante.
On note V; le prix du strip

F;
(1+ R(t,i—1t))!

ou R(t, ) est le taux de rendement de ’obligation zéro-coupon d’échéance t+7, et B(t,T)
est le prix a la date ¢ de I'obligation zéro-coupon rapportant 1 euro en 7.
On alors écrire le prix d’une obligation a la date t sous la forme

T
F;
(t) = F; - Bt
Vilt) Z 1+ R(t,i—t)) Z 2
i=t+1 i=t+1

Aussi, pour évaluer une obligation, il suffit de connaitre les taux zéro-coupon associés
aux maturités de chacun des flux. La principale difficulté est qu’il n’existe que peu
d’obligations zéro-coupon. On doit alors extrapoler les différents taux.

Ces taux zéro-coupon permettent d’en déduire des taux forwards, ainsi que des taux
de rendement au pair.

Le taux forward F(t,z,y — x) le taux déterminé en t, démarrant en x et d’échéance

y, défini par
(1+ R(t,y))" ‘t) v
F(t — 1.
(e
On appelle taux forward instantané le taux

f(t,z) = lim F(t,x,y —x).
(y—z)—0
Ce modéle est en particulier utilisé dans le modéles HEATH, JARROW & MORTON (7777).
Enfin, pour gommer 'effet coupon rencontré sur les taux de rendement a maturité,
on considére la courbe des taux de rendement au pair. Une oblgation au pair est une
obligation dont le taux du coupon est identique au taux de rendement actuariel. Le taux
r(n) est alors donné par la relation

r(n) N r(n) N r(n) + 100
14+ R(0,1) (14 R(0,2))> (1+ R(0,n))"

= 100,

qui s’inverse simplement sous la forme

100 (1 B 1 )

i un taux avec n composition dan nnée, au bou nné n investissan
Si R,, est un taux avec n composition dans I’année, au bout de T" années, e estissant
1, au bout de T" années on aura

R nT

n

et quand n — oo, on obtient un taux exprimé en “composition continue”; et

r(n) =

R nT
lim (1 + —n> =exp (pT).
n

n—oo
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1M 3M 6M 1A 2A 3A 4A 5A TA 10A
1M 1.000
3M 0.999 1.000
6M 0.908 0.914 1.000
1A 0.546 0.539 0.672 1.000
2A 0.235 0.224 0.310 0.880 1.000
3A 0.246 0.239 0.384 0.808 0.929 1.000
4A 0.209 0.202 0.337 0.742 0.881 0.981 1.000
5A 0.163 0.154 0.225 0.700 0.859 0.936 0.981 1.000
TA 0.107 0.097 0.182 0.617 0.792 0.867 0.927 0.970 1.000
10A 0.073 0.063 0.134 0.549 0.735 0.811 0.871 0.917 0.966 1.000

Table 1: Probability of exceedances, for given parametric copulas, 7 = 0.5.

Aussi, le taux continu rho et le taux exprimé en composition annuelle R, alors p =
log(1 + R).
Aussi, le facteur d’actualisation et le taux zéro-coupon sont liés par la relation

B(t,T) = exp(—p- [T —1]),
le taux forward et le taux cooupon sont liés par la relation

Fltoy—1) = (v = tplty —1) = (z = plt,x — )

y—x

et le taux zéro-coupon et le taux forward instantané par la relation
ty—1=—— [ {9
pt,y—t:—/ t,s)ds.
y—tJ

Exemple 10. Un trés grand nombre de forme de taux de rendement au pair peuvent étre
observés. La figure représente ainsi la courbe trésor des tauz de rendement au pair US, 3
novembre 1999, puis Japon, 27 avril 2001, UK, 19 octobre 2000, France, 4 avril 2001, et
enfin US, 29 février 2000.

Parmi les observations empiriques et les divers faits stylisés, on peut noter que

e les taux d’intérét ne sont pas négatifs (ce qui tendra a rejeter les modéles Gaussiens),

e les taux d’intérét sont affectés par des effets de retour a la moyenne (des valeurs
élevées de taux sont souvent suivies par des basses, plus que par des hausses, et
inversement)

e les taux ne sont pas parfaitement corrélés (méme si elles sont généralement positives,
comme le montre I’exemple (11, de plus sur les taux courts la corrélation est élevée,
ainsi que sur les taux longs),

e les taux a court terme sont plus volatiles que les taux a long terme,
e 3 facteurs de niveau, penteet courbure expliquent plus de 95% des mouvements de

la courbe des taux.

Exemple 11. Sur les taux interbancaire en France entre 1995 et 1998, les valeurs suiv-
antes ont été observées (PRIAULET & MARTEL (2000)),

Enfin, notons que 'on distingue souvent trois classes de modéles de courbes de taux,

e le modéle d’analyse en composantes principales de la courbe des taux (généralement
sur la courbe des taux zéro-coupon ou des taux forwards),
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e les modéles de reconstitution de la courbe des taux au comptant (également sur la
courbe des taux zéro-coupon),

- les modeéles stochastiques de la courbe des taux (sur la courbe des taux zéro-coupon
ou des taux forwards instantanés).

5.1 Valorisation et processus en temps continu

Si les taux sont déterministes, par absence d’opportunité d’arbitrage, on obtient que
dB(t,T
———— = rdt, 2
o 2)

soit, puisque B(T,T) =1,

B(t,T) = exp (— /t ' rsds> — B(0,T) = exp (— /0 t Tsds> |

En particulier, on en déduit que
1 t+T1
R(t,T) = —/ reds.
t

T

Des arguments d’absence d’opportunité d’arbitrage permettent de valoriser le prix des
zéro-coupon B(t,T).

On suppose que pour toutes les maturités 7', le prix des zéro-coupon suivent des
processus d’Ito ....

dB(t, T
—— = dt I'(t,T),d Aedt
B(t,T) ridi+ < ( , ), Wt+ tat >, (3)

ot (Wy)i>0 est un mouvement Brownien, et (A¢):>o une prime de risque.

Proposition 12. Si les primes de risque et les volatilités sont bornées, il existe une
probabilité risque neutre Q, équivalente a P, telle que le priz des zéro-coupons vérifient

T
B(t,T) =Eg <eXp <—/ rsds> ft> .
t

5.2 Les méthodes d’analyse en composantes principales

Cette méthode permet de mettre en évidence les principaux facteurs qui expliquent les
déformations de la courbe des taux. Il peut s’agir d’une étape préalable, avant la recherche
d’un modéle stochastique réaliste. Cette méthode peut aussi étre utile pour se couvrir
contre le risque de taux (en cherchant des produits permettant de se couvrir contre les
principaux facteurs de déformation de la courbe des taux).

Les trois facteurs de déformation expliquant 95% des déformation de la courbe des
taux. L’idée de NELSON & SIEGEL (1987) est d’écrire les taux zéro-coupon comme une
fonction dépendant de 3 paramétres. En particulier, NELSON & SIEGEL (1987) proposent

p(0,8) = By + By (1 - e’;‘;i_t/ T>> 6, (1 - e?;i_t/ 0 exp(—t/ﬂ) ,

ou
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Modeéle de Nelson et Siegel, effet pente Modele de Nelson et Siegel, effet courbure

0.10
1
0.10
1

0.00
1
0.00
1

T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Maturité Maturité

Figure 17: Modéle de Nelson & Siegel, effet pente (1) a gauche et effet courbure (33) a
droite.

(B est un facteur de niveau,

(1 est un facteur de rotation,

(5 est un facteur de courbure,
e ct 7 un parameétre d’échelle fixe au cours du temps,

Une analyse des données est également possible, a partir de 7" observations sur K taux
zéro-coupons, X; . On note X la matrice (X, ). On écrit alors

I
Xip = E Sik - Fri+ et g,

=1

ol s; ) est la sensibilité de la kéme variable au ¢éme facteur, et Fi; la valeur du iéme
facteur a la date t.
L’analyse en composante principale vise & décomposer X, j sous la forme

K
Xip = Z\/XUMVL
i=1
I K
= Z\/X’Ui,k‘/},ri‘ Z \/x‘Ui,kVtvi
i=1

i=I1+1
K

= Z \/)\_isz‘,kFt,i + Et ks

=1

ot U = (Uy;) est la matrice des K vecteurs propres de X'X, V = (V;;) est la matrice des
K vecteurs propres de X X', ou les vecteurs propres sont orthonormés. \; est la valeur
propre associée au vecteur propre U;. On note s;; = \/XUZ;c la sensibilité absolue de la
variable k au facteur 7.
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5.3 Le modéle de HEATH, JARROW & MORTON

On modélise ici le prix des zéro-coupons, Br(t) comme un processus stochastique,
(Br(t))ico,r7- On retiendra une diffusion de la forme suivante

dBr(t)
BT (t)

avec comme condition terminale By (7)) = 1. On va alors supposer qu’il existe une prob-
abilité risque neutre Q sous laquelle

= u(t, T)dt + o(t,T)dW,,

dBr(t) z
——= =t t,T)dW,
BT (t) rt + 0-( ) ) t?
1
ot 1y est le processus de taux court r; = ——log(Br(t)). Cette classe de modéle est

toutefois trop générale pour étre utilisée telle quelle.

5.4 Le modéle de Ho & LEE
On suppose ici que sous Q, le taux court r; suit la diffusion
dry = adt + ath.

En intégrant, on obtient que
t t2 t N
/ reds = rot + a— + Ut/ (t — s)dWi.
0 2 0

T
De cette relation, on en déduit que / rsds suit une loi normale,
0

T T2 2773
/ rstNN(r0T+a—,a ) )
0

2 6

On peut alors en déduire, en particulier, la valeur de By(0), obtenue a partir de rg, et

donc - 273
Br(0) = exp (TOT— GT - 06 ) :

Et en intégrant entre ¢t et T, on obtient le prix en ¢ du zéro-coupon d’échéance 7',

Ba(t) = exp (ro(T P Gk 20 B Ol tg)) .

2 6

On en déduit enfin la courbe des taux, pour n’importe quelle date ¢ et n’importe quelle
maturité T', en fonction du taux court ry,

T+t 2(T? =Tt 4 t?
Rt,T)=ri+a ; +U( 5 L

Cette courbe n’est toutefois pas réaliste a long terme, puisque R(t,7") — oo quand
T — oo. De plus, il peut générer des taux négatifs avec une probabilté non nulle:

Q(r, < 0) = (a\/(t)/0).

Remarque 13. Nous retrouverons ce modele dans le cas de la modélisation par arbre
binomiauz.
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5.5 Le modéle de VASICEK

Ce modéle permet de stabiliser la dynamique du taux court, en introduisant un effet de

retour & la moyenne dans I’équation de diffusion. Sous la probabilité risque neutre Q,
dry = (a — bry)dt + odW,.

Le coefficient de retour b est supposé positif. Aussi, le taux court a tendance lors qu’il

s’écarte de la valeur moyenne a/b & y revenir avec une élasticité de b/a: plus I'écart est

grand, plus forte sera la force de rappel.
En intégrant 1’équation, on peut obtenir ’équation itégrale

/Ot rods = (ro—7) (1—e+p(—bt>) + %t +37 /Otu — exp(—b(t — $)]dIV,.

T
La aussi, / reds suit aussi une loi normale,
0

a\ (1 —exp(—bt) aT
de moyenne <r0 — 5) (f) + o

o? (T N 1 — exp(—bT) N 1- exp(—2bT)> '

t d i —
et de variance 2 9%

b2
La aussi, on peut en déduit la courbe initiale des taux,

won = (o) (5 )

2 — _ — —
o (1_21 exp( bT)+1 exp( 2bT))7

o o7 0T

et plus généralement, on peut en déduire la courbe a toute date ¢t € [0,T].
2

a o
On peut noter que si T' — oo, R(t,T) — 7 + =R Mais la aussi, il est possible d’avoir

des taux court négatifs.

5.6 Le modéle de HULL & WHITE

Ce modéle est également un modéle Gaussien, et peut étre vu comme une extention du
précédant. Le taux court suit la diffusion suivante, sous Q,

dry = (a(t) — b(t)ry)dt + odW,.

En posant

A(T) = /t " a(8)B(s. T)ds on B(.T) = exp ( /t ' b(s)ds) |

C(t,T):/t B(ZST) et D(t,T):/t %

T
et enfin E(¢,T) = / [B(s, T)(C(s, T — C(t,T))]*ds, on peut montrer que la courbe des

t
taux court est donnée par

R(t,T) = ﬁ <rtC’(t,T) + D(t,T) + %2E(t,T)) :
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6 Options et arbres binomiaux

6.1 Valorisation et arbre a une période

On considére un call, sur un action de prix Sy en ¢t = 0, dont la valeur est C. L’option
arrive a maturité en t = T, et le sous-jacent que peut évoluer que de deux fagons,

e augmenter pour atteindre Sy - u,

e baisser pour atteindre Sy - d,
ol d < 1 < u. Soit C, le payoft de 'option si le cours de I'action atteint Sy - u, et Cy le
payoff de 'option s’il atteint Sy - d.

Considérons le portefeuille constitué de « actions, et (3 obligations (ou actifs sans
risques), qui réplique la valeur de 'option. Si le cours de 'action monte,

aSou+ (1 +7r) =C,y,
et si le cours du sous-jacent baisse,
aSod + B(1+7r) =Cy.

La théorie financiére nous garantie 'existence et l'unicité (sous certaines hypothéses)
d’un tel portefeuille dit de réplication, et effectivement, ce systéme admet une et une
seule solution

C.—Cy 1

etﬁ:—(Cu—Sou

¢ T Sou— Syd L+r

Cu—Cyq
S()U — S()d '

On a alors effectivement réussi a répliquer le prix de l'option, et on note qu'en ¢t = 0, la
valeur de 1'option est

1 l+r—d u—(14r)
aSO—i_ﬂ_l—i—T( u—d Cu—f— u—d Cd),

qui peut s’écrire

Co (p*Cu+ (1 —p")Cy), ot p* =

147

Si 147 < d, alors il y aurait une opportunité d’arbitrage, I’actif sans risque présentant
un rendement plus faible que 'action, quel que soit I’état de la nature. De méme, si
u < 1+ r, il n’y aurait aucun intérét a acheter I'action. Aussi, par des arguments
d’absence d’opportunité d’arbitrage,

d<1l+r<u.

Cette derniére condition implique en particulier que

l+r—d
 u—d

*

P €]0, 1],

aussi, p* peut étre vu comme une probabilité. La valeur de I'option est alors I'espérance
de la valeur future, actualisée au taux sans risque. p* est alors la probabilité risque-neutre

de hausse du sous-jacent.
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6.2 Valorisation et arbre a n périodes

De facon générale, considérons un arbre. A la date i, les valeurs possibles sont les
So-u! - (1 —d)™ ot1j=0,1,...,1.

La Figure [18 montre I’arbre binomial associé.

Arbre binomial

Figure 18: Valeurs possibles dans un arbres, avec un prix initial Sj.

En itérant, on obtient pour n périodes

C = _ Z (n> 7 (1 —m)" " max {u'd"'S — K,0}

(L4+7)" = \u

ou 7 est le taux sur une période. Aussi, si I'on subdivisionne [0, 7] en n périodes, le taux
doit plutot etre écrit sous la forme

1

A Tr/my ~ OP(rT) quand n — oo.

Remarque 14. Un tel arbre est dit recombinant: a chaque date, les chemins correspon-
dant & un méme nombre d’événements élémentaires passés (croissance de u ou décrois-
sance de d) recombinent. Aussi, un arbre recombinant ne posséde que n(n + 1)/2 noeuds
distincts pour n périodes, au lieu des 2" —1 pour un arbre naif. Le gain (algorithmique)
est considérable.

Remarque 15. Il est possible de montrer que

C = ﬁ i (TZ‘) (1 —m)" " [ud S — K]

i=a
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n 5 10 20 25
arbre recombinant 15 55 210 325
arbre naif 63 2047 2097 151 67 108 863

Table 2: Nombre de noeuds pour les arbres, en fonction du nombre de périodes n.

ou a est le nombre minimal de hausse du sous-jacent pour étre en dedans a [’échéance,
1.€.

uadn_aS — K SOZt a = M
log (u/d)
On peut alors réécire, en posant ™ = ur/d,

n

C— Sg (?)% (1—7)" = Kﬁz (ZL)W (1— 7)™

1=0

Notons que 7 et 7 sont des probabilités, aussi, en notant B la fonction de répartition

de la loi binomiale,
K

(14+r)"
On retrouve ici une version discréte de la formule de BLACK & SCHOLES (1973).

C=SB(a,n,m) — B(a,n,n).

Remarque 16. Pour calculer le priz d’un call, la méthode retenue ici est basée sur un
algorithme dit de rétropropagation

6.3 Petite digression: de la marche aléatoire au brownien

Pour obtenir plus formellement le prix BLACK & SCHOLES a partir de ce modéle, rap-
pelons que le mouvement brownien apparait comme limite de la marche aléatoire.
Définition 17. Le processus (Wy)ier est un mouvement brownien si (Zy)ier est une “suite”
de variables aléatoires

e 4 accroissements indépendants, i.e. Wi, — Wy et Wy — Wi sont des variables
indépendantes, pour tout t,h > 0 et k €]0,1],

o t — W, est une fonction continue

e pour tout t,h > 0, Wy, — W suit une loi normale centrée, de variance h.

On note (Z,)nen la suite de variable aléatoire telle que

1
u  avec probabilité—
ZnJrl - Zn = % ’
d avec probabilitéﬁ,

et Zyp = 0. On considére alors (X;)ier ot 7 = {0, At,2At,3At, ...} = {to, t1,ta,t5,...}
définie par X;, = Z,,. On note p(n, k) la probabilité

p(n, k) =P(Z, = kAx|Z, = 0).
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Soit m = (n + k)/2, alors
m\ 1 . . .
p(n, k) = ( >2— si n + k est pair , 0 sinon.
n n

On se place dans le cas ou n,k — oo, de telle sorte nAt — t et KAz — x. On note

(Az) S o
o= AL Rappelons que d’apres la formule de Stirling

nl ~ v2rn™2 exp(—n).

Aussi, on en déduit que

(g () e ()

On peut alors conclure, a l'aide des notations précédantes que

P(Z, = kAzx|Zy = 0) [2 1 k? 1 z?
~A]———exp|——— | > ——exp | ——+ .
2Ax m2Ag P 2n Voro2t p 202t

On obtient ainsi la convergence marginale vers la loi Gaussienne, centrée de variance
o%t. La propriété d’accroissements indépendants découle de la construction de la marche
aléatoire. La propriété de continuité est elle un peu plus délicate a montrer, mais elle
peut étre obtenue (KARATZAS & SHREVE (1988)).

Afin de passer légitimement du modeéle discret & la formule de BLACK & SCHOLES
(1973), il convient d’interpréter les parameétres.

6.4 Petit complément sur la convergence

Nous avons vu, en montrant que 'arbre était une discrétisation de la trajectoire (continue)
du modéle de BLACK & SCHOLES (1973), et donc, quand n — oo (ot n est le nombre
de périodes considérées), le prix converge vers le prix du modeéle de BLACK & SCHOLES
(1973). Toutefois, cette convergence n’est pas du tout monotone. Si At = T'/n, et si €,
est la différence entre le prix obtenu par un arbre a n périodes et le prix théorique,

en] <O (1)
n

LEISEN & REIMER (1996) puis Walsh (2003) ont proposé une étude poussée de la
convergence des modéles par arbre.

6.5 Interprétation des parameétres

En pratique, les valeurs u et d sont définis a 'aide de la volatilité o de la rentabilité de
I'action et de p son espérance (sous la probabilité P). On note p la probabilité de hausse
du sous-jacent.

Si l'on se place sur une période [0, t], alors

p - Sou+ (1 —p) - Sod = Sy exp(put),
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soit
_ exp(ut) —d
a u—d

De plus, la variance de la rentabilité est ot, qui vérifie
pu® + (1 —p)d® — [pu+ (1 — p)d)* = o°t,

de telle sorte que

U = exp <a\/¥> et d = exp (—aﬂ) ,

comme 'avait noté¢ CoxX, R0OSs & RUBINSTEIN (1979).
En fait, rappelons que la valorisation doit se faire sous la probabilité risque neutre p*,

p* = (exp(rt) — d)/(u— d).

Exemple 18. Prenons un call d’échéance T = 1 an, de prixz d’exercice K = 50, ne
versant pas de dividendes. L’action cote également Sy = 50, avec une volatilité estimée
de 0 = 40% par an, un tauz sans risque de r = 5% par an. On en déduit les valeurs
survantes

u = exp(o\/1/5) = 1.195884 et d = exp(—a+/1/5) = 0.8362017,

et donc

*

_exp(r/5) —d
N u—d

La Figure |19 montre toutes les valeurs possibles du sous-jacent, en bleu. Notons que la
valeur du call est également reportée, a chacun des noeuds.

= 48.33%.

Notons que si RUBINSTEIN (1979) a imposé la contrainte ud = 1 pour des raisons
de simplification de calculs, il reste un degré de liberté. Une alternative possible est
d’imposer p = 1/2 et des considérer alors

uzexp([r—(g]t—l—aﬂ) et dexp([r—?}t—aﬁ).

6.6 Pourquoi le prix dépend de Q, et pas de P ?

Valoriser en cherchant Ep(payoff) revient & dire que I'on cherche a se protéger en moyenne.
C’est le principe de calcul de la prime pure en assurance.

Ici, on cherche a étre couvert dans tous les cas, peu importe les probabilités de hausse
ou de baisse du sous-jacent. On ne peut donc pas utiliser une approche assurantielle,
actuarielle, ou probabiliste.

Toutefois, le prix obtenu peut étre interprété comme une espérance mathématique,
non pas sous [P, mais sous une probabilité ad-hoc, Q, appelée probabilité risque neutre.

Proposition 19. Le fait qu’il y ait absence d’opportunité d’arbitrage est équivalent a
[’existence d’au moins une probabilité risque neutre.

Proposition 20. S’il y a absence d’opportunité d’arbitrage, le fait que le marché soit
complet est équivalent a [’existence d’ une probabilité risque neutre.
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Convergence du prix d'un call européen par arbre hinomial

Convergence du prix d'un call européen par arbre hinomial
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Figure 19: Convergence du prix par arbre binomial, et borne en 1/n, cas a la monnaie, et

en dehors de la monnaie.
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Figure 20: Prix du sous-jacent, avec les montants en ordonnées.
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Figure 21: Valeur d'un call dans un modéle binomial, n = 5, & gauche, et d’un put a

droite.
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Figure 22: Valeur d’un call dans un modéle binomial, influence de n, n = 3 a gauche, et
n = 10 a droite.

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



6 OPTIONS ET ARBRES BINOMIAUX

48

Figure 23: Convergence du calcul du prix d’un call par arbre binomial.
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Figure 24: Erreur lors du calcul du prix, arbre a 10 et 50 périodes.
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Erreur relative, 500 périodes Erreur relative, 500 périodes
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Figure 25: Erreur lors du calcul du prix, arbre a 500 périodes.

6.7 Que se passe-t-il sous cette probabilité risque neutre ?

Pour un arbre dans un modéle & une période, sous la probabilité risque neutre, Q, notons
que

1 1 1 1+r—d u—1-—r
]EQ<1+TSI|]:O)_EQ(1+TSI|SO)_1+T< — Sou + — Sod>—50.

Aussi,

1 1
EQ <1 +TSl |f0) - mEQ (51‘50) - So.

Plus généralement, notons que

1

]EQ ((1 +T)n8n |f0> = SO)

c’est a dire que les prix actualisés sont des martingales.

Remarque 21. Une autre facon d’écrire ce résultat est de noter que

La valeur moyenne des rendements sous la probabilité risque neutre correspond au taux
sans Tisque.

Sous la probabilité risque neutre, QQ, notons que

Eg(e S |Fu) =e ™S,
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pour t > u, c’est a dire que les prix actualisés sont des martingales.

En temps discret, (noté n € N), un processus (X,)n,eny est une martingale si
E(Xpi1]Fn) = Xo.

On peut montrer que de maniére équivalente, E(X,, 1| F,) = X, pour k& > 0. On notera
également que la moyenne d’une martingale est constante dans le temps, E(X,,) = E(Xj)
pour tout n € N.

Plus généralement, en temps continu, (noté ¢ € [0,77]), un processus (X;)¢cpo,r) est une
martingale si E(X,.,|F;) = X; pour tout h > 0.

6.8 Que se passe-t-il si la probabilité risque neutre n’est pas
unique 7

En marché incomplet, il n’y a plus forcément unicité de prix, mais un fourchette de prix
acceptables. La borne supérieure sera la prix demandé (ask) défini par

Cy=inf{a S, a Sw)>Cw)}
et la borne inférieure sera la prix offert (bid) défini par
C_=sup{a-S,a - Sw) <Cw)}

ou C' désigne le payoff de I'option.
Dans ce cas, notons que si Q est une probabilité risque neutre, alors

C~ <Eg(C) < CT.
L’idée sous-jacent est que s'il existe un contrat se vendant plus que C™, il existe une

opportunité d’arbitrage (et de gagner de 'argent sans risque).

6.9 De 'arbre binomial au modéle continu

Dans le cas de I'arbre binomial, le processus dus sous-jacent vérifiait

Sny1 | w avec probabilitél /2
S, | d avec probabilitél/2

(on suppose que les probabilités de hausse et de baisse sont ici égale par soucis de sim-

plicité). Aussi,

1
P(S, = 5|S) = (m) on si s = Sou™d"™™, et 0 sinon.
n n

Comme pour le passe en temps continu de la marche aléatoire, on pose Y,a; = S,.

Alors, si Az = o At,

P(Sn = Sgukd”_kwo)
2Ax

quand n, k — oo, avec nAt — t, et Sou

— f(Y: = s[Yo = S0),

kqn—F — s, en notant

(y —yo — [ —0?/2] -t)2>

202t

1
f(YtZ?J|Y0=y0):meXp (—
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comme le montre KARATZAS & SHREVE (1988). Une étape clée de la preuve est de noter
que
2
ud = exp(2uAt) - (2 — exp(0°At)) ~ AL g7 AL
et que
g = 1+ 20VAt + 02 At ~ VA
En notant encore une fois m = [n + k]/2, on en déduit que

2

mlogu+ (n — k)logd ~ nAt (,u— %) + mAx,

et donc, en utilisant un raisonnement analogue au cas de la marche aléatoire

1 k\ 1 2 k?
)z~ e ()
1 (log S —log So — [ — 02/2] - t)?
V2mo?t P (_ 202t > '

6.10 La formule de BLACK & SCHOLES (1973)

—

Comme nous 'avons rappelé dans le Chapitre précédant, dans le cas du modéle de BLACK
& SCHOLES (1973), une formule analytique peut étre obtenue pour valoriser les call.

Proposition 22. Le prixz d’un call européen en t = 0, de maturité T, de strike K, dont
le priz de l'actif sous-jacent est de moyenne u, de volatilité o, avec un taux sans risque
de r,

Call(r,0, T, K) = Sy®(dy) — Ke "™ ®(dy),

et dans le cas du put de mémes paramétres

Put(r,o, T, K) = Ke "™ ®(—dy) — So®(—d),

- alon(2)(+5)1)

ol

et doy = dy — oV/T.

6.11 Utiliser un autre arbre ?

Nous avons ainsi deux méthodes pour discrétiser I'arbre

u = exp(ov/1) ot b — e'T/h—d
d = exp(—cv/1) p u—d

u=eTM"(1—/e"T/h — 1
d=eT/h(1+/e2T/h -1

La figure 27 montre les distributions en 7" pour différentes valeurs h. Ces deux choix
semblent tres proches. En effet, notons que

e le cas u = 1/d, soit {

e le cas p = 1/2, soit et p=

2

u =1+ oVt +rt+ O(t*?) pour les deux modéles.
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Prix d’un call européen

Figure 26:
risque 7.
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Figure 27: Comparaison des différents arbres, u = 1/d et p = 1/2.
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6.12 Arbre trinomial, ou méthode de BOYLE (1986)

L’idée de BOYLE (1986) était de proposer un algorithme convergent plus rapidement que
I’algorithme binomial. Pour cela, a chaque noeud, trois direction sont envisagées, ou a la
date 1 trois valeurs sont envisagée

S1 = Sou avec probabilité p,
S1 =085y avec probabilité p;
S1 = Sod avec probabilité py

ou

Pd

6¢7\/T/2 o 67”T/2 2
a VT2 _ o=on/T/2 ’

eT‘T/2 —e @ T/2
TN\ eV iR )
et ps = 1 — py — pa-
Cette méthode revient a peu de choses prét, a sauter un pas de temps dans le modéle
binomial, en supposant que l'on passe det =0at=2puisat=4,... etc.
La encore, une alternative possible est de poser u = exp(cV/3t) et d = exp(—ov/3t).
Les probabilités de transition

t o2 +1
u — r— Py
Pu =\ 1252 2 )76

pour la probabilité de passer de Sy a Syu

t 02+
s:— f,”__
p 1202 2

pour la probabilité de passer de Sy a Syd, et ps = 2/3 pour la probabilité de rester a S.

Une autre maniére de présenter cette méthode est d’utiliser la moyenne des valeurs
obtenues sur n dates, et sur n — 1 (les valeurs du call changeant de signe en fonction de
la parité de n)

6.13 Extention aux options multisupport (ou arc-en-ciel)

On s’intéresse ici a des options basées sur deux sous-jacents dont les cours sont (S +)>0
et (S24)e>0 respectivement. On note p; et py les probabilités de hausse des deux titres,
respectivement. Alors, si 'on suppose les variations comme étant indépendantes d’une
date a l'autre,

e S et Sy augmentent avec probabilité p; - po,
e S; augmente et Sy baisse avec probabilité p; - (1 — ps),
e S baisse et Sy augmente avec probabilité (1 — pq) - pa,

e S et Sy diminuent avec probabilité (1 —p;) - (1 — pa).

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



6 OPTIONS ET ARBRES BINOMIAUX 54

Prix d'un call par arbre binomial Prix d'un call par arbre binomial
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Figure 28: Convergence du prix du call par arbre, en utilisant la moyenne pour n et n — 1
périodes.

Dans le cas ou les sous-jacent sont corrélés RUBINSTEIN (1994) a proposé un arbre
non-rectangulaire. A partir d’un noeud ou les prix sont (S, .S2), on suppose que 4 noeuds
peuvent étre atteints, avec un arbre binomial pour le premier actif (qui peut atteindre les
valeurs u ou d), et 4 valeurs possibles pour le second actif A, B, C' ou D,

(u, A) (u,B)
(d.C) (d.D)
Remarque 23. Notons que l'on parle aussi parfois d’arbre binomial a deux facteurs.

On suppose que les probabilités sont égales (1/4), et que A- D = B-C. A la date 1,
il y a 4 noeuds, qui passent & 9 a la date 2 (compte tenue de I’égalité A-D = B-C, on a
(t + 1)? noeuds a la date ¢, et non pas 2/1). Cette méthode est proche de la convention
ot p = 1/2 dans les arbres binomiaux unidimensionnels.

On suppose que le logarithme des prix (log Sy et log Sy) suit une marche aléatoire.
Dans le cas ou p = 0, les valeurs possibles pour le logarithme des prix sont

(+1,+41) (+1,-1)
(=1,41) (=1,-1)

ce qui donne une marche aléatoire centrée réduite, au sens ot
E(log S;) = 0,Var(log S;) =1 pour i = 1,2,

et cov(log S1,log S2) = 0. Sil’on souhaite que les prix des actifs soient corrélés, les valeurs
possibles sont alors

(+Lo+VI=22)  (+Lp—VI=77)
(-1.-p+ VI=07) (-1-p-VI-F)
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Arbre binomial pour 2 risques, T=2

Arbre binomial pour 2 risques, T=2
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Figure 29: “Visualisation” d’'un arbre binomial sur deux risques, ou arbre pyramidal.

On notera que
E(log S;) = 0,Var(logS;) = 1 pour i = 1,2,

et cov(log S, log S3) = p. Enfin, plus généralement, si les deux titres n’ont pas les mémes
premiers moments,

P
+p1h + o1Vh, +psh + oaVh(p — 1 —p?)
prh —o1Vh, pah — o1 Vh(p — 1 —p?)

P—
+u1h + o1Vh, +psh + oaVh(p+ 1 —p2)
pih — o1Vh, +push — oaVh(p+ 1 — p2)

de telle sorte que
E(log S;) = pih, Var(log S;) = o7h pour i = 1,2,

et cov(log S1,log Sy) = poiosh.

Plus généralement, avec k actifs, de chaque noeud part 2. Dans le cas ou k = 2,
a partir de (57, 52), on accéde a (Sjuy, Sous) avec probabilité py,.,, & (Siug, Sedy) avec
probabilité py,q,, & (S1dy, Saus) avec probabilité pg,.,, et a (S1dy, Seds) avec probabilité
Pdydy, OU, en notant ¢t = 7'/n,

u; = exp(o;V/1) et d; = exp(—o:V/t),

et ot les probabilité sont

1
pmug——<1+p+ﬂ{&+&b,
4 g1 09
1
Pusd, Z(l_p_’_\/%[&_&])a
g1 ()]
DPdyus <]_—p—|—\/z_f|:—ﬂ—|—&:|>7
4 01 092
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1
pd1d221(1+P—\/%{&+&})7

01 02

ou p; = r — 02/2. Cette méthode est justifiee dans BOYLE, EVNINE & GIBBs (1989).
L’idée est d’utiliser une approximation a ’ordre 1, par la formule de Taylor, de la fonction
charactéristique du vecteur Gaussien. On suppose en effet que

dsi

S pidt + oy dW/, pour i = 1,2,
t

ot (Wy)>0 = (W}, W2)>0 est un mouvement brownien (standard) bivariée, de corrélation
p (on parlera aussi de corrélation instantannée entre dW,' et dWW?2). Dans le cas continue
(et de rendements Gaussiens), la fonction charactéristique des rendements entre ¢ et ¢ est
alors

. t
Pr(z,y) =1+ iVt (v +ypa) = 5 (2707 + 20y0102p + 4703) + o(t).

ol Ry et Ry désigne le rendement entre les dates 0 et ¢ = T'/n, pour le processus discrétisé,
i.e. R; =1log(S]/Sy). La fonction charactéristique de R = (Ry, Ry) est

Dans le cas de notre processus a 4 états, on obtient que

qu(xa y) = Pujus exp<i\/¥[xgl + y02]) + Puidy exp(i\/l_f[xal - yUZ])
+Pdyus exp(i\/%[—xal + ya?]) + Ddydy eXp(i\/ﬂ_mOl - yag]),

d’ot, en faisant un développement de Taylor a l'ordre 1,
Yr(Z,Y) = Purus (1 +iVit[zol + yo] — %[1’01 + 902]2)
+Duids <1 + iVtlzol — yoo] — %[:wl — y02]2>
+Ddyus (1 + iVt[—zol 4 yo,] — %[—xal + y02]2>
+  Ddyds (1 + iVit[—zol — yo,] — %[—xal — y02]2> + o(t).

Cette derniére expression peut se simplifier sous la forme

\I/R(ZE, y) = 1+ Z'\/E([Idl(pulw + Durdy — Pdyug — pd1d2)] + [yg2(pU1U2 — Purdy T Pdyuy — pd1d2)])

_% ('120-% + 21.3/0'10'2[(171”?12 — Puids — Pdyus T pdldQ)] + yQUZ) + O(t)
Par identification entre les deux premiers termes du développement de Taylor, on
obtient le systéeme
Puiuz +pu1d2 + Pdyus + Pdydy = 1
Puiuz = Puids — Pdius + Pdids = P
Purus + Purds — Pdvus — Pands = V1)o7
Puius = Puyds +pd1ug — Pdydy = \/¥H2/U2
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Option sur spread Option sur spread
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Figure 30: Prix d’une option sur spread.

Remarque 24. Pour d’autres méthodes de valorisations d’options multisupports par lat-
tices, un certain nombre d’algorithmes ont été obtenus par MADAN, MILNE & SHEFRIN
(1989), HE (1990) ou encore KAMRAD & RITHKEN (1991). Ces derniers ont en partic-
ulier proposé d’étendre en dimension 2 les arbres trinomiaux, en rajoutant une cinquiéme
branche aux 4 de la méthode de BOYLE, EVNINE & GIBBS (1989) (cas d’invariance).

La Figure 30 montre le prix d'un call sur spread, avec une corrélation de 0.5 & gauche,
et —0.5 a droite.

Remarque 25. La valeur “théorique” présentée est basé sur [’approximation de KIRK
(1995). L’idée est de noter que

1

1 2
C =max{S — 95 —K,O}:max{m_

1,0} x (S + K),

de telle sorte que

C=(52-K) <e’"T {%cﬁ(dl) - <I>(dz)]> :

ol

d

1
= lo +
oV’ ( gSOQ—i‘K 2

et dy =dy — oV'T, ou o est la volatilité de S*/(S* + K), qui peut étre approchée par

Sg O'QT)

) 2\ S8
o= 01+<0258+K) —2p010253+K.
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Arbre binomial pour les taux d'intérét Arbre pour les prix des zéro-coupons

Tuouu

Figure 31: Arbres pour les taux, et pour les prix des zéro-coupons.

6.14 Utilisation des arbres pour modéliser les processus de taux

Le modéle de HO & LEE (1986), présenté auparavant en temps continu, est en fait un
processus de diffusion sur un arbre.

On note B;(n,T) la valeur a la niéme période d’un zéro-coupon de maturité résiduelle
T, se trouvant dans 1’état du monde . S’il y a une hausse, on passe & B;11(n+1,7—1) ala
date suivante, et sinon B;(n+ 1,7 —1) en cas de baisse. L’hypothése d’arbre recombinant
est la aussi faite.

Pour valoriser ces zéro-coupons, on note qu’il existe deux maniére, a la date n,
d’obtenir 1 euro en 7'+ 1:

e acheter un zéro-coupon de maturité 7'+ 1, ce qui vaut B;(n,T + 1),
e acheter un zéro-coupon de maturité 1, puis, dans une période, acheter un nouveau
zéro-coupon de maturité 7. Ce double achat vaut

Suivant que les taux montent ou baisse, HO & LEE (1986) propose d’introduire deux
fonctions perturbatrices.

6.15 Une extension possible: cas d’un taux ou d’une volatilité
stochastique

Au lieu de supposer deux évolutions de cours (corrélés), il est aussi possible de considérer
un modeéle avec un taux d’intérét stochastique.

Formellement, si I'on suppose un processus de diffusion de la forme suivante pour le
taux sans risque

dry = a(r,t)dt + o,.dW/,

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



6 OPTIONS ET ARBRES BINOMIAUX 59

et pour le prix de 'action
o2
d(log S;) = (r — 75) dt + pogdW] + /1 — p2osdW;,
en supposant les deux browniens non-corrélés.

6.16 Arbre binomial et calcul des grecques: Delta

Le Delta se calcule sous la forme

_ 1527—4.05  11.22
" 59.79 —41.81 17.98

~ 0.624

Notons que le Delta théorique vaut ici

_ac

A_—:
S

® (dy)

Remarque 26. Notons qu’en prenant d’autres noeuds de l'arbre, on aurait trouvé

24.08 —7.33 _ 16. 33— 1. 2
08733 1675 ... 7.33-107 _ 626

= = ~ 0.416.
71.5 — 50 21.5 50 —34.96  15.04 0416

La Figure 32 montre le calcul du A, avec a gauche I’évolution de A,, en fonction de
n en utilisant la premiére méthode proposée. La figure de droite est basée sur la seconde
méthode, présentée dans la Remarque précédante. Le trait en haut est basé sur l'arbre
aprés une montée (u), et le trait en bas 'arbre obtenu aprés une premiére descente (d).
La moyenne de ces deux valeurs est aussi présentée. Ces deux calculs seront d’ailleurs
utilisés a ’étape suivante, pour le calcul du I'.

6.17 Arbre binomial et calcul des grecques: Gamma

Le Gamma se calcule sous la forme

Ay —Ay 0779 —0.416

= 0.00993 ~ 0.01.

T 7150 — 3496 36.54
ol
| 24.08 - 17.33 | T.33-1.07
YT 715250 27 50— 34.96

La aussi, dans le cas du modéle de BLACK & SCHOLES (1973), la formule fermée
permet d’obtenir la vraie valeur du Gamma.

6.18 Arbre binomial et calcul des grecques: Theta

| 7.33-9.38

© 1/5

~ 10.25(par année),
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Figure 32: Calcul du A par la méthode des arbres, convergence de A,, vers A.
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Figure 33: Calcul du I' par la méthode des arbres, convergence de I'), vers I.
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n Vega

5  0.1982842

10 0.1844915
20 0.1868036
50  0.1882080
100  0.1886787
250 0.1889617
1000 0.1891033

Table 3: Calcul du Vega, par arbre binomial et convergence.

0.195
0.195

Valeur du Vega
0.190
Valeur du Vega
0.190

0.185
0.185

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

Nombre de segmentations Nombre de segmentations

Figure 34: Convergence du calcul du Vega par arbre (avec 0.41 a gauche, 0.401 & droite).
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6.19 Arbre binomial et calcul des grecques: Vega

Le calcul du Vega se fait en augmentant la volatilité de 1%, et en construisant un autre
arbre. Aussi, 9.38513 pour n = 5, avec 0 = 40%, et 9.583413 pour o = 41%. Aussi, le
vega est la différence entre ces deux prix, i.e. V' ~ (0.1982842.

On notera que théoriquement, la valeur du véga est 0.1895058.

6.20 Arbres pour options “path-dependent”

Les options considérées étaient des options européennes, ne faisant intervenir, dans la
formule du payoff que la valeur a échéance du sous-jacent. Mais dans certains cas, il
convient de connaitre la valeur du sous-jacent a toute date entre 0 et 7', en particulier
quand on s’intéresse a

1 T
e la moyenne — / Sqdt,
T Jo

e un extrema max{S;,t € [0,7]} ou min{S;,t € [0,T]},

e au franchissement d’une barriére au cours de la période [0, 7).

6.21 Utilisation (directe) pour les options a barriére

Placons nous sur 'arbre considéré dans la section précédante, et supposons qu’il existe
une barriére a 80, dans le cas d'un call “up and out”, c’est a dire qui verse (Sr — K), a
échéance, a condition que S; < B pour tout t € [0, T].

En fait, deux “barriére” seront alors considérés, une premiére appelée frontiére mod-
ifiée, située juste en dessous, et une frontiére effective, située juste au dessus (Figure
39). La frontiére modifiée passe par les noeuds strictement au dessus de la barriére, et la
barriére modifiée par les noeuds strictement en dessous.

On fait alors la valorisation de l'option, comme dans le cas sans barriére, en notant
que le prix de 'option est nul dés lors que le cours du sous-jacent a franchi la barriére.

On notera sur la Figure 36/ que le prix converge relativement lentement. En particulier,
un certain nombre de sauts ralentissent la convergence. Une solution est alors d’utiliser
des arbres adaptatifs, dont le branchage est de plus en plus dense, au fur et & mesure
qu’on se rapproche de la barriére.

6.22 Les arbres adaptatifs

FIGKEWSKI & GAO (1999) ont proposé d’utiliser des arbres adaptatifs afin d’améliorer
la convergence des arbres binomiaux. On notera que ces méthodes sont aussi beaucoup
utilisée pour la valorisation d’options américaines.

L’idée est de rajouter a un maillage un peu grossier un second maillage beaucoup plus
fin, 1a ou c’est nécessaire (par exemple prés des barriéres dans le cas d’options a barriéres,
proche du strike pour des options all-or-nothing ou proche de la date d’exercice dans le
cas d’un call américain).
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Arbre du prix du sous—jacent Arbre du prix du sous-jacent
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. 10 . 10
85, 51 85, 51
59, 79
‘.~'

81 g; 4,81
N N
| |
3 23
T T
44 44
© | © |
[ I
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

Figure 35: Arbre, barriére et frontiéres (modifiée et effective).

Arbre du prix de 'option Prix d'un call up-and-out par arbre binomial

Barriere a 80

0 1 2 3 4 5 6 0 100 200 300 400 500

5:500

Figure 36: Construction de ’arbre optionnel, et valeur du call douwn-and-out en fonction
du nombre de périodes.
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Maillage adaptatif (intense pres du strike) Maillage adaptatif (intense pres de la barriere)

AR
TN

Q

Figure 37: Deux arbres adaptatifs, pour une option de type all-or-nothing a gauche, ou
a barriére a droite.

6.23 Une application simple des arbres adaptatifs

Considérons le cas d’un call européen (classique) trés en dehors de la monnaie, Sy = 100
et K = 150, voire K = 200. La Figure suivante montre 1’évolution du prix du call
pour des options en dehors de la monnaie (les ordonnées sont cohérentes, au sens ou elles
représentent le vrai prix du call £1%).

Plus le strike est ¢loigné de la valeur du sous-jacent, plus l’algorithme est lent a
converger. Aussi, les arbres adaptatifs sont éventuellement une solution, en intensifiant
le maillage pour des prix proches du strike.

Pour mettre en oeuvre simplement l'arbre adaptatif, on génére un premier arbre
grossier a n branches. On cherche alors la date iT'/n a laquelle le prix maximum du
sous-jacent (Spu’) dépasse le strike. A partir de ce point, on génére un arbre pour val-
oriser 'option valant Syu’ a la date initiale, de strike K et de maturité T — ¢T'/n. On
génére alors un arbre plus fin, & m branches.

De maniére générale, on peut générer plusieurs arbres plus fins afin de mieux valoriser le
prix des options a une date intermédiaire (Figure 39). En particulier, pour la valorisation
du call tres en dehors de la monnaie, on a intérét a intensifier le maillage pour les valeurs
élevées. En effet, pour les valeurs faibles du sous-jacent, le prix de I'option est nul.

Algorithmiquement, on génére les arbres a n périodes, pour le sous-jacent et le prix
de l'option. On calcule alors de prix de I'option de maniére récursive, et arrivé a la date
i (obtenu en résolvant Sou’ = K, soit i = log(K/Sy)/log(u)), on subtitue a la valeur de
I'option & un noeud de ’arbre, le prix d’une option dont la valeur initiale est Syu’, de
strike K et de maturité T'— iT'/n, par arbre binomial (Figure “40).

Parmi les arbres adaptatifs on compte aussi les arbres épais. Formellement, le proces-
sus de prix du sous-jacent est une chaine de Markov ((X¢)ictt1,...t.}) qui évolue sur un
arbre “classique” T .
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100, K=200)

Prix d’un call en dehors de la monnaie (s

100, K=150)

Prix d’un call en dehors de la monnaie (s
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Figure 38: Valorisation d’un call, a la monnaie, et trés en dehors de la monnaie.

Constitution des plusieurs arbres imbriqués

Constitution des deux arbres imbriqués
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Figure 39: Valorisation d’un call, a la monnaie, et trés en dehors de la monnaie.
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Ajout d’'un maillage a plusieurs niveaux

0.002  0.003  0.004

PRIX.CALL[10:150]

0.001

0.000

20 40 60 80 100 120 140

10:150

Figure 40: Options trés en dehors de la monnaie.

A un point 7 de Parbre (correspondant & une date ¢ et un état x donnés), considére
un second “processus” pouvant prendre K valeurs,

Y(z,t,1),Y(2,t,2),..,Y(z,t, K).

Un arbre épais est alors le produit cartésien de l'arbre classique 7 et de ’ensemble
des valeurs possible du second processus, i.e. D = {1,2,..., K}. Aussi, chaque 7 x {k}
est un arbre classique. On notera 7* 'arbre épais ainsi construit.

A chaque noeud (7 = (x,t), k) de cet arbre 7* =7 x D, le processus (X,Y) prend la
valeur (z,Y(x,t, k).

6.24 Les options lookback

Une premiére idée peut étre non plus de construire 'arbre du sous-jacent, mais de le
normaliser. A chaque date ¢, on ne représente plus les différentes valeurs de S;, mais
max{S,,u € [0,T]}

St ’

r_
S, =
et on construit 'arbre associé, comme sur la Figure 41.

6.25 Les options asiatiques
L’utilisation d’un arbre binomial n’est a priori pas naturelle pour valoriser une option
asiatique, par exemple de payoff ( / Sydt — > (call asiatique a strike fixe). Pour

deux méthodes sont possibles (FORSYTH, VETZAL & ZVAN (1998)).
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Prix du sous—jacent Prix du sous-jacent normalisé par le maxima
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Figure 41: Réécriture de ’arbre du sous-jacent, en normalisant par le maximum observé
entre 0 et t.

e la méthode forward shooting grid de BARRAQUAND & PUDET (1996)

On discrétise pour cela deux variables: le cours du sous jacent S et la moyenne du sous
jacent A. On pose AS = oV At et AA = pAS, ou o est la volatilité du sous-jacent, et
p un paramétre liant la discrétisation du sous-jacent a celle de la moyenne (quantization
parameter). On va supposer que 1/p € N. Avec ces notations, on va discrétiser les valeurs
du processus en temps, mais aussi en espace: S, ; = Spexp(jAS) pour n = 0,...,m et
j=-n—n+1..,n—1n et A, = Syexp(kAA), ou k prend des valeurs entre —n/p
et n/p.

Conformément & la construction de 'arbre binomial pour le prix du sous-jacent, Sj,
passe soit & Sji1,41 soit & Sj_1,41 entre les dates ¢, et ?,41, avec les probabilités re-
spectives p et 1 — p. De maniére analogue, A, j passe soit & A, 1+, soit & A, 11—, en
fonction du fait que le sous-jacent est monté ou descendu, c’est a dire

(Sn+1,j:|:1 - An,k)
n+2

An+17ki = An,k

?

en utilisant la formule de mise a jour de la moyenne. Dans le cas qui nous interesse,

notons que
log Ay 14+
pAS '

On calcule alors le prix de loption, Cj i, = C(S,,;, An k, nAt) atteind par 'option a la
date nAt, lorsque le prix du sous-jacent est en S, ; et la moyenne du prix du sous-jacent
entre 0 et nAt vaut A, . Si p est la probabilité risque neutre, i.e.

_ exp(rAt) — exp(—ov/At)
exp(ocVAt) — exp(—ovV/AL

kT = Partie entiere (
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e la méthode de HuLL & WHITE (1993)

Dans la méthode précédante, la discrétisation en A se faisait avec un pas de temps

quadratique en fonction du temps. On suppose ici qu’elle est linéaire. Au lieu de considérer
Anr = Soexp(kAS) = Syexp(kovAt), on considére ici A, = Spexp(kAt). Cette
méthode convergera alors beaucoup plus rapidement.

7 Valorisation en temps continu

7.1 Le modéle d’HARRISON & PLISKA (1981)

Le résultat fondamental de HARRISON & PLISKA (1981) est de montrer que s’il existe
une mesure de probabilité sous laquelle tous les processus de prix actualisés des titres sont
des martingales, alors, a partir de cette mesure, il est possible de constuire un ensemble
de prix contingents cohérents avec les prix de marché. Et réciproquement, s’il existe un
tel ensemble de prix, alors il en possible d’en déduire une mesure de probabilité sous
laquelle les processus de prix actualisés sont des martingales. Ce résultat établit une
correspondance entre ces deux notions, sans pour autant statuer sur l'existence d’une
telle mesure.

En fait, la condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe au moins un telle mesure
martingale est ’absence d’opportunité d’arbitrage.

7.2 Les évolutions des cours

On considére deux actifs en temps continu, une action risquée de prix S; a I'instant ¢, et
un actif sans risque de prix S? a linstant .
On suppose que I'évolution de S? est régie par 1’équation différentielle

dS) = rSPdt, our > 0.

r est le taux d’intérét (instantané).
On suppose que I’évolution de S; est régie par ’équation différentielle stochastique

dS; = pSydt + oS dWy, ou p,o > 0,

ot (Wy)ier est un mouvement brownien standard. Cette équation se réécrit
t t
Sy =Sy +/ ,uSsds+/ oSy dW.
0 0

7.3 Reésolution et formule d’Ito

La formule d’'Ito permet de différencier des applications t — ¢g(W;) ot ¢ est deux fois
continiiment dérivable.

Exemple 27. Le calcul différentiel usuel ne marche pas ici. Rappelons que si g est
dérivable et nulle en 0,

g(x) =2 / 4(5)g/(s)ds = 2 / g(s)dg(s).
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Si g(x) = 22, on écrirait alors W2=2 fot W.dWs. Or (fot WodW,)er+ est une martingale,
donc si I’égalité précédante était vraie, (W?)er+ serait également une martingale. Or une
martingale positive nulle en 0 est forcément nulle. Donc W2 = 0.

En fait le calcul différentiel se fait de la facon suivante,

Définition 28. Soit (W))ier+ un (Fy),cp+ -mouvement brownien. Le processus (X)icr+
est un processus d’Ito s’il peut s’écrire

t t
X, = 29 +/ Agds —1—/ By dW, pourt € [0,T],
0 0

ot Xo = x¢ presque sirement, (Ay)ieor) et (By)iepo,r) sont des processus (Fy),cp+ -adaptés
tels que

T T
/ A,|ds < 50 et / |B,ds < oo,
0 0
On notera parfois simplement dX; = A;dt + B;dW;.
Théoréme 29. Soit (X;)icr+ un (Fy),cp+-processus d’Ito, et f : R — R une fonction

deuzx fois continiment derivable, alors pourt € [0,T],

f(Xy) = f(x0) / f(X)dX, + = / f"(Xs)d < X, X >, pourt e [0,T],

S
ou < X, X >S:/ det, et o
0

t ot .+
/f/(Xs')dXs:/ f’(A.s)K.qu+/ F(X,)BydW,.
0 0 0

Théoréme 30. Soit (X;)ier+ un (F),cpr-processus d’Ito, et f : [0,T] x R — R une
fonction deux fois contindment derivable en x et dérivable en t, alors pourt € [0,T],

ot 2
f(t,Xt,):f(O,xo)Jr/O W(‘;’tXS)dH/O af((;xX)dX 2/0 0’13(.7;2)d<X,X>3.

La résolution dans le cas du modéle de BLACK & SCHOLES (1973) se fait en posant
Y; = log(St). (St)ier étant un processus d’Ito, on applique (formellement) la formule d’Ito

a f(z) = log(z), et donc
/ ——O2S2d8
0

log(S;) = log(Sy) +

Cette derniére équation se réécrit

t 02
Yt=Yo+/ (u—?) di+ €b odW,,
0
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soit )
o

Y; = log(S;) = log(Sy) + (u - 7) t+ oW,

c’est a dire, en prenant ’exponentielle,

o2
Sy = Sy exp ((M—;)t—l—aWt).

Remarque 31. La fonction log n’était pas définie en 0, la formule d’lto n’est ici
utilisée que “formellement”. Il convient alors de vérifier que ce processus est effec-
tivement solution de l’équation différentielle stochastique. Notons S = g(t,W;) o
g(t,x) = Spexp (u — 0?/2)t + o). La formule d’Ito donne

" 0g(s, Ws) " 9g(s, W) 1 [ 92g(s, Ws)

or < W, W >;=1 donc finalement

¢ 52 ¢ 1 [t
g(t,Wy) = So + / S (M — ) ds + / SsodWs + / Sso2ds.
0 2 0 2 Jo

Théoréme 32. Soient i, 0 deux réels, T > 0 et (Wy)ier+ un mouvement brownien stan-
dard. Il existe un unique processus d’Ito (Sy)ier+ qui vérifie

ot .
Sy =Sy +/ 1wSgds + / 0S,dW's, (4)
0

et ce processus est donné par

2
Sy = Spexp <(/1, - 2) t+ UW}) : (5)

Notons que (S;);er+ vérifie une équation de type (0)) si et seulement si (Y;)ier+ (oU
Y; = log(S;)) est un mouvement brownien.

7.4 Quelques rappels sur les changements de probabilité

Rappelons que qu'une probabilité Q est absolument continue par rapport a P, noté¢ Q <X P
si

pour tout A € A, si P(A) =0 alors Q(A) = 0.

Le théoréme de Radon Nikodyn dit que si Q est absolument continue par rapport a
P, alors il existe une variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles telle que

pour tout A € A, Q(A) = / Z(w)dP(A),

A

on parle alors de densité de Q par rapport a P, notée dQ/dP.
On parlera de probabilités équivalentes, Q ~ P si Q <X P et P < Q, ou de facon
équivalente P(Z > 0) = 1.
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Ce changement de mesure peut étre intéressant sur les processus de diffusion. Consid-
érons une diffusion de la forme dS; = adt + bdW,, ot a et b sont des constantes, et (V)
un mouvement brownien, sous P. Est-il possible de faire un changement de probabilité,
de telle sorte que ce processus puisse s'écrire dS; = bdW;, ou (W;) est un (autre) mouve-
ment brownien 7 Une autre lecture est: peut-on passer d’une diffusion avec drift a une
martingale par un changement de mesure ?

La seule solution est que (W;) satisfasse dWW; = dW; — a/bdt. La question que 'on se
posait est alors: est-il possible de faire un changement de probabilité pour que le processus
(W}) soit un mouvement brownien ?

En fait, (Wt) est un mouvement brownien sous la mesure Q, ou

dQ

d(@ = ZTd]P, ie. ZT = ﬁ

la dérivée de Radon-Nikodym est telle que

En particulier
Eo(X) = Ep(X x Zr) pour tout X.

Le théoréeme de Girsanov permet de généraliser ce qui vient d’étre fait, c’est a dire, en
changeant de probabilité, d’obtenir des martingales,

P : o T .
Théoréme 33. Soit (S;)cr) un processus verifiant fo S2dt < oo presque sirement, et

tel que
t 1 t .
L, = exp ( / SsdWs — — / S‘fs> (6)
Jo 2 Jo

soit une filtration. Sous la probabilité Q, de densité L par rapport a P, le processus
(Kﬁ)te[oﬁT] défini par Yy = Wy + fOL Syds est un mouvement brownien.

Proof. Karatzas & Shreve (1988). O

Dans le modéle de BLACK & SCHOLES (1973), il est possible d’utiliser ce théoréme
pour montrer qu'il existe une probabilité équivalente a P sous laquelle le processus de prix
actualisé (S;)scr+, défini par Sy = e - S, est une martingale.

dS; = —re Syt + e7dS, = Sy[(n — r)dt + odW],
et en notant Wt =W, + (u — r)to, on peut écrire
dgt = S’tadm.

_ D’apres le théoréme de Girsanov, il existe un probabilité Q, équivalent a P sous laquelle
(Wi)ier+ est un_mouvement brownien standard. Aussi, on peut montrer que sous la
probabilité Q, (S;)cr+ est une martingale, et

~ ~ 0'2
St = SQ exp (UWt — 7t> .
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7.5 Application au pricing d’options

Considérons un call: en notant g(x) = (x — K), le payoff s’écrit Z = g(Sr).
L’idée central pour valoriser les options est celle de portefeuille de réplication. Consid-
érons une stratégie (a?, ay);er+, la valeur du portefeuille associée est Vi(a) = a S + ;. S;.
En temps discret, on dira qu’une stratégie (a?, a;)en est autofinancée si

Visi(a) = Vi(a) = a1 (S = 87) + au1 (Sen — ),
dont la version en temps continue est alors
dVi(a) = a2dS? + a,dS,.

Cette derniére relation s’écrira plus généralement

t t
aSP + Sy = Sy + oSy + / a?s? —1—/ a;Ss pour tout s € [0, 7.
0 0

T T
On rajoutera également 1’hypothése technique |ad|dt + / aZdt < .

0 0
On notera que la stratégie est autofinancée si la valeur actualisée du portefeuille associé
) A ]
s’écrit

¢
Vi(a) = Vo(a) +/ a,dS, pour tout ¢ € [0, 7).
0

La stratégie sera admissible si en plus la valeur actualisée du portefeuille associé,

f/t(a) = Oc? + atgt est positive et que sup {f/t} est de carré intégrable. On dire enfin
t€[0,T)]
que l'option est réplicable s’il existe une stratégie admissible dont la valeur & 1’échéance

est la méme que 'option.

Théoréme 34. Dans le modéle de BLACK & SCHOLES (1973), considérons une option
définie par un payoff Z, positif, Fr mesurable et de carré intégrable sous la probabilité Q.
La valeur est alors

Vi = Eg(e "™ 2Z|F,).

Proof. On suppose qu’il existe une stratégie permettant de répliquer 'option. Pour tout
t€[0,T], V; = adS? + a;S;, soit, en valeur actualisée,

t t
Vi, = ozg + oSy = Vg —I—/ adS, =V —I—/ 0, oS dW.
0 0
Aussi, V, s’écrit comme une intégrale stochastique par rapport a (Wi)ier, et donc, sous
Q, (Vi)ier est une martingale de carré intégrable. Donc pour tout t € [0, 77,
Vi = Eo(Vr| ) = Bo(e "7V Z|Fy).

La construction d’une telle stratégie se trouve dans LAMBERTON & LAPEYRE (1997).
L’idée étant d’écrire la martingale M; = Eg(e "7 Z|F;) sous la forme M, = M(]—Ff(; K dW,
pour tout ¢ (théoréme de représentation des martingales), puis de considérer o =
K /(05y), et o = M, — o, Sy). O
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Nous avions vu dans un paragraphe précédant que

52
S, = Sy exp ((u—;) t+0Wt)7

aussi, si le payoff de 'option s’écrit sous la forme (S; — K), (call européens),
Vi =Eq (e "0(Sp — K) 4| F)
qui peut s’écrire

g

V; = Eq <eT<Tt> <St exp(r(T —t)) exp (a(WT — W) 22 (T - t)) - K) X IE) :

La variable S; étant F;-mesurable, sous Q, Wy — W, est alors indépendante de F;. Aussi,
on notera V; = H(t,S;) ou

2
H(t,z) =Eqg (e_T(T_t) (m —exp(r(T —t)) exp (U(WT - W) — %(T - t))) > ,
+
soit
H(t,z) =Ep (x exp (U\/T —tZ - 0%Z)2 - Ke_T(T_t))> ,
ou Z ~ N(0,1) car, sous Q, Wp — W, suit une loi N (0,7 —t).
En posant

] log(%)—F(r—i—L;) (T —t)
1) = oVl —1

et da(z) =di(x) —oVT —tn
on peut alors écrire
H(t,z) =Ep ((x exp (O’\/T —tZ — 022/2) - Ke_T(T_t)) HZ+d2(z)20) ,

soit

da(x) ) )
Hta) = [ (vow (0T =12 - a222) - @0 exp (-5 ) a
—00o

En décomposant comme différence de deux intégrale, puis en considérant le changement de
variable y = z + oy/1T —t, on écrit

H(t,x) = 2®(dy(x)) — Ke " TDd(dy(x)),
ou ® est la fonction de répartition de la loi (0, 1).

Remarque 35. De maniére réciproque, si on connait le priz d’une option sur le marché, a partir
du priz “théorique” obtenu & l’aide du modeéle de BLACK & SCHOLES, il est possible d’en déduire
une volatilité dite volatilité implicite afin que les deuz coincident.
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8 Approche par les équations aux dérivées partielles

8.1 Petit rappel sur la formule d’Ito

Rappelons que le processus de diffusion suivit par le sous-jacent est dS; = uSidt + 0SydWy, et
qu’il existe un actif sans risque, de rendement 7, dont la dynamique du prix est donnée par un
processus de la forme suivante, dSp = rSpdt.

Le lemme d’Ito nous dit que, plus générallement, si

dSt = a(St, t)dt + b(St7 t)th,
alors si Xy = g(St)

dX; =

Og(z,t) . dglx,t)  10g(x,t
a z
Ox ot 2 Ox?
= O[(St, t)dt + B(St, t)th,
Aussie, (X¢)er suit également un processus d’Ito, dont le drift est « et dont la variance est £.
Dans le cas particulier du modéle de BLACK & SCHOLES, pour tout transformation g dérivable

X == — M/ X
d t < o ,uSt + + 2 o St dt + fm‘gstd t

)b2> dt + @det
ox

8.2 Une premiére approche, & partir des arbres binomiaux

Nous avions noté qu’il était possible de construire un arbre binomial afin de valoriser 1'option,
et que pour le prix du sous-jacent était multiplié, entre chaque date, soit par w, soit par d. Un
développement limité permet d’obtenir

u~1+a\/§etd~1—a\/§,

ou 0t est le temps entre les deux dates.
Si on note C' la valeur d'un call européen, et C* et C~ le prix de I'option a la date t + 6t,
alors

IC(Sut) 1 ,02C(Sy,t)  _ dC(Sy,t)
Cltsi = C(uSy,t + 6t) ~ C(Sy,t) + oVotS—= " 55 t3° 5tS: 557 + 0t

et par un raisonnement similaire,

Cpse = C(uS, t+6t) ~ C(Si,t) — afstacégz’ ) +3 Lo2st 528 %(;t;t ) +5tac(;;t’t).
On notera alors que
C(St) = Ct+6t Civst | uCiis — dctiét
u—d (1+7dt)(u—d)
_ 20V/5tS, 00(Sy, t) s oV/ot)C~ — (1 — oV/ot)CF
206t oS (1+ r5t)2am

En réarangeant, on obtient

(14 76)20V3tC(Sy,t) = 20V/5tC(Sh, 1)(1+ ’“&)W - (20\@&802‘55”))

0?C(Sy,t) 0C (S, t)
2 ’ )
+ 20Vt <C’(St, t) + 5tS 557 + 6t Y >,
qui peut, au final, se simplifier sous la forme
0C(S,t) 1 o5 ,0%C(Sy,t) OC Sy, t) _
ot +20'S 952 + 7S, B rC(St,t)—O
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8.3 Une seconde approche, “avec mes mains”
La version discrétisée de ces équations est

ASt = uSiot + o S AWy,
et, si Xy = g(Si, 1)

dg(,t) dg(x,t)  10%g(x,t)
AXt:A9:<T“St+ o T2 o

0253) 5t + @astAWt.
ox

Considérons le portefeuille constitué de o = 9g(X3,t)/0x actions, en position longue, et
d’une option en position courte. La valeur du portefeuille est

_ 99

et donc la variation de la valeur du portefeuille sur un court intervalle de temps 6t s’écrit

dg
All = —A —AS.
g+8S S

En utilisant les expressions de Ag et de AS, notons que

(99 13 5.

Comme il n’y a plus de terme aléatoire, cela signifie que pendant un instant trés court (dt) le
portefeuille est sans risque. Aussi, par absence d’opportunité d’arbitrage,

AIl = rIIA¢

ol r désigne le taux sans risque. Par substitution

c’est & dire

8.4 De l’équation de BLACK & SCHOLES a I’équation de la chaleur

Proposition 36. Le priz d’une option européen, de payoff h(St) a maturité T vaut, a la date
t =0, g(0,50) ou g est la solution de l’équation aux dérivées partielles

dg dg |1 5 ,0%

— +rS=+4 o'’ = =rg, 7

ot Cox 27 T o2 7Y (7)
avec les conditions de bords g(T,St) = h(St). Notons que le portefeuille de réplication est
obtenu a partir de 0g(0, Sp)/0x actif risqué. Réciproquement, si I’équation au dérivées partielle
(7) admet une solution dont la dérivée en = est bornée, le priz de l'option en t = 0 est alors

9(0, So).
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Cette équation est dite parabolique (& coefficients variables). On peut noter que la solution
est invariante par la transformation S — hS pour tout h: g est alors homogéne en z, de degré
0. On peut alors essayer le changement de variable y = log z — log K, soit dy = dx/x. Alors

99 _ 00w _ 09

dy  Ox dy ~ Yo

dg 0 dg dg 202 2

En posant s =T — t, ’équation de BLACK & SCHOLES (1973) devient

dg 1 ,0%g %\ Og
%—50'@4— r——— = —-7T

En introduisant la fonction u = ¢g/K, de fagon équivalente, I’équation aux dérivées partielles

s’écrit 5 o2 N
u_ 1 ,0%u g\ v
% = 20' ay2 + < ) ru, (8)

ot les conditions de bords sont, dans le cas d’un call,
u(y,0) = max{e® — 1,0}, u(—o0,s) =0 et u(x,s) ~ e — e—rs quand x — o0,

pour tout s € [0, 7.
L’équation 8 est alors de la forme (en changeant les notations, i.e. y — z et s — 2t/02)

ou N ou b 0%u
— 4+a—+bu=—.
ot ox Ox?
. . au u P . ) . b : 13 N 7
La premiére partie 5 + aa— est appelée partie d’advection (ou d’avection, “advection part”),
x

2

u
la partie bu est appelée terme source, et enfin, la partie de droite —— est le terme de diffusion.

x
Notons que le changement de temps a permis de faire disparaitre le facteur du facteur de diffusion.
On note que le terme d’adversion s’écrit

Ou oOuw_(0 O
ot " %9x  \ar " %ax )"

qui peut étre vu comme la dérivée suivant la direction

dx
—
dt
également appelée courbe caractéristique. Ceci suggére alors le changement de variable z = t4ax,
de telle sorte que I’équation aux dérivées partielles se réécrit

ou
Le terme de gauche — + bv laisse a penser que u doit avoir un comportement proche de exp(bz),

z
le long de la courbe caractéristique. Aussi, on peut penser faire le changement de variable

v = eP?u, qui vérifie alors 1’équation

ov 9%

9z 0%’
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qui correspond a I’équation de la chaleur. Rappelons que la forme générale peut s’écrire sous la

forme o(ef) = / \/Z% exp (_(ZV;;”)Q) vo(z)dw,

ol vg est la condition de bord en temps, i.e.

ot = s fo (517 sy (€51 o).

8.5 Générateur de la diffusion et formule de Feynman-Kac

En reprenant les notations de la section précédante, le calcul de V; est équivalant au calcul de la
fonction H(t,x).
Formellement, on introduit la notion de générateur infinitésimal de la diffusion.

Proposition 37. Soit (S¢)ier+ solution de dSy = b(Sy)dt + o (Sy)dWy. Soit f: R — R deux fois
continiment dérivable, a dérivées bornées, et A l'opérateur qui a f associe

df (z)
de

o?(x) d*f(z
2 dx?

~—

(Af)(z) = +b(x)

-t
Alors le processus (My)ier+ défini par My = f(X;) — / (Af)(Xs)ds est une Fi-martingale.
Jo

Proof. Utilisation de la formule d’Ito. O
Dans le cas du modeéle de BLACK & SCHOLES (1973), dS; = Si(rdt+ odW;), et le générateur
infinitésimal associé est 2 P 0 (@)
o’ 4 x T
(Af)(z) = 5T +rx e
On posera plus généralement, pour toute fonction g : [0,7] x Rt — R, (Ag)(t,z) = (Ag)(z).

Un calcul direct permet de montrer que le prix du call H(t,z) = 2®(dy (x)) — Ke "= ®(dy(z))
est alors solution de I’équation aux dérivées partielles

dg(t, )

5 + (Ag)(t,z) — rg(t,x) = 0 pour tout (¢,z) € [0,T] x RT, 9)

avec la condition de bord g(T,z) = (x — K)4 pour tout z € R™.
La valorisation d’un call européen est alors équivalent & la résolution de I’équation aux
dérivées partielles

dg(t,x)  o® ,0%g(x) dg(x)
ot T2 a2 T s

pour tout (t,z) € [0,7] x R, avec la condition de bord g(T,z) = (x — K), pour tout z € R™.
Formellement, ce lien entre le prix d’une option & partir d’une équation différentielle stochas-
tique et une équation aux dérivées partielles se fait a ’aide du Théoréme de Fenyman-Kac.

—rg(t,x) =0, (10)

Théoréme 38. Considérons une équation aux dérivées partielles de la forme

Ju(t, ) JOu(t,z) 1 5 0?u(t, x)
TR R i LACE R v

dont on se donne la condition terminale de la forme u(T,x) = h(x) pour tout x. Alors, sous des
conditions de type Lipschitz pour u et o et de croissance polynomiale (KARATZAS & SHREVE
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(1991) pour des conditions nécessaires et suffisantes) u peut s’écrire sous la forme d’une espérance
conditionnelle,
u(t,x) = E(h(X7)| X = ),

ot (Xt)te[o,T] est un processus d’Ito, dont la diffusion est donnée par
dX; = p(t, Xp)dt + o(t, X3)dWy,
dont la condition inital & la date t est Xy = x. Et réciproquement.

Pour montrer que si u(t,z) = E(h(X7)|X; = z) ou (X}) suit une diffusion de la forme est
dX; = u(t, Xy)dt + o(t, X;)dW; alors u est solution d’une équation auw dérivées partielles est de
monter que Z; = u(t, X¢) est une martignale. En effet, pour s > ¢, si on note E.(-) = E(:|F),
alors Z; = E4(h(X7r)) et donc

Ei(Zs) = Ey(Bs(h(X1))) = E¢(Bs(h(X71))) = Zt,
comme (X;) est un processus Markovien. En utilisant la formule d’Ito, on obtient que

ou ou 1 5 0%
dz; = ( + p(t, X + So(t, Xe) 922

ot t)aT; 2

) dt + a(t,Xt)gdet.

Or comme (Z;) est une martingale, alors nécessairement le drift est nul.

8.6 Généralisation en dimension d

La Proposition |36/ se généralise dans les cas d’une option sur plusieurs sous-jacents. Supposons
que l'on s’intéresse a une option européenne, de maturité 7, offrant un payoff h(Srt), ou les prix
des sous-jacents sont donnés par les diffusions suivantes,

dsi
S

= pdt + aithi, pour i =1,2,...,n,

ot (Wi)so = (WEHWE, ..., W/*)>0 est un mouvement brownien (standard) en dimension n,
de matrice de corrélation ¥ = [p; ;| (on parlera aussi de corrélation instantannée entre dW; et
dWi).

Proposition 39. Le priz d’une option européen, de payoff h(St) a maturité T vaut, a la date
t =0, g(0,50) ou g est la solution de l’équation aux dérivées partielles

aq n 8(] 1 n ) 82(1
— +r ) v+ 0T —F— = T4, 11
TREDY or; 2 2 i Ox0z; 7 (11)
=1 7,7=1 -
avec les conditions de bords g(T,StT) = h(ST). Notons que le portefeuille de réplication est

obtenu a partir de 0g(0, So)/0z; investie dans le iéme actif risqué. Réciproquement, si I’équation
au dérivées partielle [11 admet une solution dont la dérivée en x; est bornée pour tout i, le prix
de l'option en t = 0 est alors g(0, Sp).

Proof. L’idée de la preuve est la suivante: on suppose que dS} = p1Stdt + 01.5tdW}! pour le
premier actif, et dS? = paS? + 02S2dW2 pour le second. Si g est suffisamment réguliére, on
applique la formule de Taylor & f(S} + ds1, S? + dsa), & savoir

1 o2 1 q2
F(SH+ds1,S?+dsa) = [f(S},S}) + dslaf(g‘;’ 5) dSQaf(?y’ 5)
1, 20°f(S,,87) 1, 20°f(S5;,57) 9?f(S¢,5¢)
+ §d81 ox? +§ds2 oy? T dsidsy 0xdy *
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En substituant & ds; p;Sidt + 0;SidW¢, on en déduit
laf(stlv‘SQ) 26f(5t1752)

df = d d
1 Q2 1 Q2
+ lslaf(St7S )dt+ SQaf(St’St)dt
Oz oy
0%f(S}, S?) 1 0%f(S}, S?)
1,2 i1 9% 1,2 2/ @22 i) 212
+ 5 o1 (S}) T(th )°+ 502(52) T(th )
2 0*f(S¢,57) 3/2
+ 0'10'25t Si 920y th th + O((dt)°’<).
Lorsque dt — 0 on passe des différences finies aux dérivées partielles. ]

8.7 Equation et conditions de bord
Rappelons que d’aprés la formule de Feynman-Kac il est équivalent de considérer

e une équation aux dérivées partielles de la forme

ou(t, x) ou(t,z) 1 2 0%ult,z)
o T t e e =0

et une condition terminale de la forme u(T, z) = h(x) pour tout x,

e voire u comme une esérance conditionelle,
u(t,x) = E(h(X7)| Xt = ),
ol (Xt)te[o,T] est un processus d’Ito, dont la diffusion est donnée par
dX; = p(t, Xy)dt + o(t, X¢)dWe,

dont la condition inital a la date t est X; = .

Schématiquement
équation aux dérivées partielles < équation de diffusion,

condition de bord < forme du payoff.

8.8 Options asiatiques, avec moyenne arithmétique

Considérons un call européen, dont le payoff a la maturité T' compare non pas St & K, mais la
moyenne arithmétique sur la période [0,7] & K, i.e.

1 T
max{/ Stdt—K,O}.
T Jo
¢

Notons alors I; = Sydu. L’idée est alors de poser Z; = (t, 5, It)" et de faire du calcul

0
d’Tto sur ce processus vectoriel. Notons que

dt 1 0
dZt == dSt == [LSt dt + O'St th
dly St 0
o(t) B(t)
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Si g est une fonction deux fois continument dérivable en espace, une fois en temps, [0,7] x R x R,
de la forme g(z) = y(t,x) = y(t,z,y). La formule d’Ito donne

g(z0) = ] Zagztd<XZXJ

00

||Mw

7.7_

Notons que sur la somme des 9 termes de la somme, seul le terme basé sur la dérivée seconde en
la seconde composante (en x) est non nul. Aussi,
99(21) 19%g(z1)

99(=1) 5y | 99 (Zt)dSt 4 Sydt + =

dt
ot 0S5, oI, 2 952 7

dg(zi) =

qui peut également s’écrire, en notant non plus en x,y mais en S, I}

. dg(z¢) | 0g(z¢) } 2 2329(zt) dg(zt)
dg(zt)_< BT + oL St—i—2a Si 85,52 dS; | dt + D, dS;.

Aussi, on en déduit ’équation aux dérivées partielles suivie par g, & savoir

2
@+1 2299 _ 01599

ot 085? oS =0

avec une condition de bord de la forme C = ¢(T, Sy, IT) = max{Sy — Iy/T,0}. Par rapport a
I’équation obtenue dans le cas d’un call européen, seul un terme en dg/9I doit étre rajouté.
En posant R, = I;/Sy, et g(t, St, It) = h(t, R;), on notera que

dg _ (oh 99 _Oh 99 _, ,0h
ot~ “ot’ol 9l 95 | OR’

avec pour le terme de dérivée seconde
0?g B R? 0%h
052 S OR?
En substituant tous ces termes dans I’équation aux dérivées partielles précédente, on obtient

Oh(t,z) 1 4 282h(t x) Oh(t, )
ot T30t g TUTr

=0,

avec comme condition de bord h(7T,x) = max{l — z/T,0}.
1
Une autre approche est la suivante: considérons une option de payoff <T / Sidt — K > .
0 +

Définissons le processus (X);ejo,r) défini par Xo = Sp — K et dX; = ¢dS;, ot ¢ = 1 —t/T.
Alors a la date terminale T,

T T t 1 T
XTz/ qtdst+Xo=/ L dst+so_K=/ St — K

Le cas d’un strike flottant peut étre dérivée de ce cas, ou le stike était fixe. Pour une option
1 T
de payoff (T/ Sydt — KST) , o définie le processus (Xi)iejo,) par Xo = So(1 — K) et
0 +
dX; = ¢dS;, ou g =1— K —t/T. Alors a la date terminale T,

T 1 T
X = / qdS; + Xo = = Sidt — K St.
0 T 0

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



8 APPROCHE PAR LES EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 81

Sous cette forme ces options sont un cas particulier des options vue comme un traded account
(SHREVE & VECER (2000)). De maniére générale, étant donnée une statégie (gt ).e(o,7], que 'on
supposera bornée ¢q; € [«, ], on considére

dX}! = qdS; + p(X{ — ¢:Sp)dt, avec X = Xo.

X est vu comme une richesse initiale, et 1 un taux sans risque (x4 = r pour une stratégie auto-
financante). Si l'on s’intéresse a une option européenne de payoff (X%);, on peut chercher la
stratégie optimale, au sens ot I’on souhaite maximiser le prix de toutes les options,

V(t, S, X¢) = e "IT=E(XZI7)  pour tout ¢ € [0, 7.

Sous cette forme, il s’agit d’un probléme de contréle optimal stochastique. L’équation
d’Hamilton-Jacobi-Bellman permet alors de trouver I’équation aux dérivées partielles satisfaite
par le prix. Si on pose Z] = X}'/S;, alors V(t, Sy, X;) = Syu(t, Z;), on u vérifie

1 5 20%u

ou ou
o T =@ —2) 5+ (e —2)70" 5

=0
9 ’

avec la condition de bord u(T), z) = zy.
En appliquant ce résultat (certes, bien au dela du programme que l'on s’était fixé), on peut
montrer que dans le cas du call asiatique, I’équation au dérivée partielle est

o 1 i

ot +r(q — Z)& + 5(% —z) 9.2

avec la condition de bord u(T), z) = z4. La fonction ¢; dépend alors de ma forme du payoff (strike
flottant ou pas).

=0

8.9 Options lookback, sur maximum

On suppose ici que le payoff & maturité T' s’écrit max{Mp — Sr,0} ou M; = max{S,,u € [0,1]}.

L’équation aux dérivées partielles est la méme que pour un call européen usuel, C =
g(t, Sp, Mr), a savoir

dg dg 1, ,0%

—+rer—+ —c'r"—=

at T"ar 27 a2

pour 0 < x < M, avec une condition de bord de la forme g(T,x, M) = max{M — z,0}, mais

aussi des conditions en espace de la forme

_Tg:()7

g(t,0,M) = e TV et 88]\94 =0 pour x = M.

L’idée est de chercher une solution de la forme g(t,z, M) = M*h(t,z/M). Notons z = z /M,
les dérivées partielles qui interviennent dans 1’équation s’écrivent alors

89 N Ma&h ag o Mafl@ 629 _ an@

g - = = t — = .
ot ot’ oz 92 < 922 022
En substituant dans ’équation aux dérivées partielles en g on obtient ’équation suivante en h,
oh 1 0h oh
M= - 2512Ma—27 SMa_lf o Mah:(),
ot + 27 022 +r 9

qui peut se simplifier sous la forme

Oh 1 5 ,%h  Oh
E+§UZ@+TZ&—T+L—O,
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avec comme condition de bord

)= (3t a1 501,

En particulier, si « = 1, on obtient que h(t,z) = max{l — z,0}. Quand a la condition de bord
en espace S = 0, elle s’écrit
h(t,0) = e (T,

Enfin, la condition de bord en S = M elle donne, dans le cas ot o = 1,

oh oh _oh
87M:h—2520, Oua—h.

dans le cas d'une option floatting lookkback, (de payoff (Mp — St)), V(t,S,M) =
Mu(t,S/M) ou u vérifie I’équation aux dérivées partielles

ou 1 45 50u ou
a—FiUZ@—FTZ%—TU:O;OSZSl:

avec comme conditions de bords u(T, z) = ¢(z), en temps, et en espace du/dz|,—1 = u(z, 1) pour
tout ¢t > 0.

8.10 Options avec cotit de transaction

Considérons le modele de LELAND (1985). Le prix vérifie alors ’équation aux dérivées partielles

—rza—u—krv—o
0z -

pour z € [0, Zmax], u(t, Zmax) = 0 pour tout ¢, et u(0,z) = (K — z)4 pour tout s.

o
022

ot 27

O —&5 — €

ou 1 o 50%u
022

8.11 Option pour un modéle a volatilité stochastique

On suppose ici que la volatilité est stochastique. Plus précisément, 1’équation du diffusion du
prix est de la forme
dSt = St . (,udt + O'tthl)
{ doy = oy (p(S,0,t)dt + q(S, 0,t)) dW2,

ot (Wl)iso et (W2)i>0 sont deux browniens qui peuvent éventuellement étre corrélés (<
dWHdWE >= pdt).

L’équation aux dérivées partielle permettant de calculer le prix de tout actif contingent
V (S, s,t) se déduit de la formule d’Ito et de ’hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage.

On constitue un portefeuille sans risque en achetant 'actif a évaluer et en se couvrant contre
les variations du sous-jacent et de la volatilité, a ’aide d’une quantité —A d’actions et —A*
d’un autre actif contingent V*(S, s,t¢). On a besoin de deux actifs pour se couvrir, car on est en
présence de deux sources de risque.

On considére alors le portefeuille

IM=V(S, s,t)— AS — A*V*(S,s,t).
En appliquant la formule d’'Ito, on a

dIl = dV (S, s,t) — AdS — A*dV*(S, s, t)
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ol
BV 10%V 0%V 10%V oV 19)%
ov* 10%V* 9PV 10%V* ov* ov*
dv = 5 dt+§w <dS\dS>+asa < dSl|do >+5 5 902 < do|do >+ 59 ds + e do,
ol

< dS|dS >= ¢%5%dt, < dS|do >= poSqdt et < do|do >= o?¢*dt.

Pour constituer un portefeuille sans risque (et ainsi en déduire le prix par absence
d’opportunité d’arbitrage), il faut que les termes en dS et do s’annulent, ce qui donne

/oo OV OV

A Tove/ae T 8s T as

Notons que la stratégie constituée ici consiste simplement & se couvrir contre le risque de
volatilité (Vega) en vendant de l'actif V* & une quantité égale au rapport des pertes encourues.
Le risque ensuite de variation du sous-jacent (Delta), couru en détenant V' — A*V* est alors
couvert en vendant A actions.

Par absence d’opportunité d’arbitrage, dIl = rlldt, d’ou finalemuent, aprés réarrangement,

oV* OV 0252 92V PV RS20V OV

9o [m*aasz“”qsasaa Ty 502 ”Sas_rv]

oV [0V o252 2V PV @S2VE vt
= [(‘% T s P55, T a2 058 _TV}

On en déduit alors I’équation au dérivée partielle suivante

Vo282 0%V RV 2S2OV oV oV
o Py s T80, T g gz Togg T Mg V=0

oll A, qui est fonction de S, o et ¢ peut étre intérprété comme le prix de marché de la volatilité.
Parmi les modéles de diffusion les plus usuels pour la volatilité, on retiendra

e le modéle de Heston,
do? = k(0 — o2)dt + CordW,

e le modéle de Hull & White,
do? = koldt + CotdWy,

e le modéle de Ornstein-Uhlenbeck,
do? = k(0 — o2)dt + CdWy,

Notons que le modéle de Heston combine un effet de retour & la moyenne, avec un terme
interdisant toute valeur négative. 6 s’intérpréte comme une volatilité & long terme.
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8.12 Le modéle de Bates

8.13 Les formes d’équations vues jusqu’a présent

Pour les options européennes, le prix est obtenu est résolvant I’équation de la chaleur,

ou(x,t)  0*u(w,t)
o 022

avec une condition de bord en espace. La condition de bord en temps est liée & la forme du
payoft.
Pour les options lookback, le prix est obtenu est résolvant ’équation

ou(z,z,t)  Ou(zx,z,t) 2] < 7 et
= , pour |z| < z e
ot oz P

ou(z, z,t)
0z

=0si|z| >z

avec une condition de bord en temps est liée & la forme du payoff.
Pour les options sur moyenne, le prix est obtenu est résolvant ’équation

ou(z,z,t) Ou(z, 2, 1) n ou(z, z,t)
ot Oa? R

avec une condition de bord en temps est liée & la forme du payoff.
De maniére trés générale, pour les produits dérivés de type européen, le prix est solution
d’une équation aux dérivées partielles de la forme suivante,

saut

convection diffusion

8771_’_ %—I—b%—i— @+d&+ ﬂ+f@— . /()()d _
ot Y95 " Var T a1 %052 T “asor T g TN T | TMHEE T
—_—

convolution

ou (S¢) et (r¢) sont des processus d’'Ito, I une composante éventuellement aléatoire mais pas
un processus ,a, b, ¢, d, e et f sont (de maniére générale) des fonctions de Sy ,ry, I et ¢, h est
I'intensité du processus de sauts, et 7(+) la densité des sauts.

9

Petits rappels d’analyse numérique

La plupart des méthodes que nous aborderons reposent sur les mémes grands algorithmes, cher-
chant des valeurs précisent (dans R voire R™),

trouver un vecteur x tel que Ax = b o A et b sont données,

trouver des zéro de fonction: trouver x tel que f(x) = 0, ce qui équivaut a trouver un
inverse, i.e. © = f1(0),

trouver des optimas de fonction: trouver x* tel que «* € argmin{ f(x)},

interpoler les fonctions: trouver w tel que f(x) =) .~ owihi(), dans une base (h;)i>o,

trouver des solutions d’équations différentielles de fonction: trouver une fonction f(-)
(générallement en des points bien précis, ce qui revient a trouver f = (f(x1), ..., f(z5))), so-
lution d’une équation différentielle, i.e. f'(x) = h(f(z),x) pour tout z, avec des conditions
de bord éventuelles.
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9.1 Inversion de matrices et résolution de systémes linéaires

On s’intéresse ici a résoudre en x 1’équation linéaire Az = b ot A est une matrice n X n inversible,
et b un vecteur colonne de taille n.

La méthode simpliste consiste & essayer d’inverser A, de telle sorte que € = A~'b. La formule
universelle serait d’utiliser la transposée de la commatrice, mais le nombre d’opération nécessaire
est alors en n!. Pour rappel, si n = 100, n! est de I'ordre de 10158,

L’idée de la méthode d’élimination de Gauss cherche & rendre la matrice A triangulaire
(supérieure ou inférieure).

Exemple 40. Considérons le systéme suivant

4 8 12 4 8 12 T 4
3 8 13 |x=|3 8 13 To | = 5 ,
2 9 18 2 9 18 T3 11
c’est a dire
41+ 8x9 + 1223 = 4
3x1+8x2+13x3 = 5
201 4+ 920+ 18x3 = 11

La premiére équation sert alors de pivot pour éliminer x1 dans les derniéres, soit

T1+2x0+3x3 = 1
209 +4x3 = 2
S5r9 + 1223 = 9

La seconde équation de ce systéme sert alors de pivot pour éliminer xo dans la troisieme

T1+2x0+3x3 = 1
To+2x3 = 1
2.%'3 = 4

Ce qui donne le systéme simpliste suivant

T1+2x2+3x3 = 1
Tro+2x3 = 1
r3 = 2
On remonte alors pour trouver toutes les valeurs, i.e. x3 =2, xo = —3 et x1 = 1.

Sur cet exemple simple, on voit que 'algorithme est peu cotiteux en temps de calcul: le nombre
d’opérations est de l'ordre de n®/3: en doublant la taille, on multiplie le nombre d’opérations
par 8.

Remarque 41. La résolution de systemes linéaires est trés instable numériquement. La solution
du systéme suivant (RAPPAZ & PICASSO (1998))

4.218613z1 4 6.32791722 = 10.546530
3.141592z1 + 4.712390z2 = 7.853982

est trivialement donnée par x1 = xo = 1. Mais si on change un peu le systéme en

4.218611x1 + 6.327917x9 = 10.546530
3.14159421 + 4.712390z2 = 7.853980

la solution est toujours unique, mais elle devient x1 = —5 et xo = +5, ce qui est clairement
différent du cas précédent.
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Retenons toutefois ici qu’un cas simple est obtenu lorsque A est triangulaire.
L’idée de la décomposition LU est alors simple, et repose sur le résultat suivant

Proposition 42. Si A est une matrice n X n dont toutes les sous-matrices principales sont
wwersibles, alors il existe une unique décomposition A = LU ot L est une matrice triangulaire
inférieure et U une matrice triangulaire supérieure avec des 1 sur la diagonale.

En fait U correspond & la matrice de I’élimination de Gauss. Notons de plus que le nombre
d’opération est ici en n3.

Une autre méthode peut étre non pas de calculer la vraie valeur de & mais simplement de
s’en approcher. Les méthodes itératives de Jacobi et de Gauss-Seidel sont intéressantes. Il s’agit
de construire une suite de vecteurs ¥ qui converge vers .

L’idée sous-jacente est d’écrire A comme la différence de deux matrice A = K — M, ou K
est inversible (et d’inverse facile a caculer). Alors Az = b s’écrit

Kz =Mz +bsoit x =K ‘Mz + K 'b.
Aussi, trés naturelle, on se donne x°, et de maniére récursive on pose
mk-‘rl _ K_lek +K_1b

La matrice K proposée par Jacobi est simplement la matrice diagonale constituée des éléments
diagonaux de A, et donc

-1 _ 1 -1 -1 -1
K™ =diag(ayq , 099 s Qnp ),

ce qui donne 'algorithme itératif

k“ g amx +b;| pouri=1,...n
ZZ
JFi

La matrice K proposée par Gauss-Sigel est la matrice triangulaire inférieure constituée des
éléments de A. L’algorithme devient alors

k+1 Za” k+1+Zawx +b;| pouri=1,...n
J<i 7>

Ces algorithmes marchent relativement bien, en général.

Proposition 43. Cette méthode converge (pour tout b et tout =) si et seulement si le rayon
spectral de K=1M (p = max{|\;|} ou les (\;) sont les valeurs propres) est strictement inférieur
al.

En particulier, si A est symmeétrique définie positive, alors la méthode de Gauss-Siegel est
convergente.

Pour l'instant, I'idée était d’écrire A sous la forme D — U — L ou D est la diagonale, —U la
matrice triangulaire srictement supérieure et —L la matrice triangulaire srictement inférieure.

La méthode de Jacobi était de poser A = [D] — [U + L], alors que Gauss-Siegel proposait
d’écrire A = [D — L] — [U].

Une méthode encore plus générale consiste a continuer sur cette écriture, et d’écrire

A= [ID—L] — [HD+U] — K — M,
w w

de telle sorte que K—!' = w™'D — L. On parlera alors de méthode de relaxation.
Parmi les résultats intéressants, on a le suivant
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Proposition 44. Si A est un matrice tridiagonale définie positive, la méthode relaxation converge
pour w €)0,2[. De plus, il existe un parametre optimal donné par
. 2
14+ /1 - p(D-1[-U - LJ)

Si w > 1, on parlera de surrelaxation.
Enfin, parmi les méthodes classiques, on peut penser & une descente de gradient.
Si I'on cherche a résoudre Ax = b , on pose

1
h(z) = iz/Az — bz.

Proposition 45. Si A est un matrice symmétrique définie positive,, et si x vérifie Ax = b, alors
pour tout z # x , h(z) > h(x).

En effet, soit € tel que z = x + €, alors

1
h(z) = h(x+€) = h(x) + §e'Ae.
A étant symétrique définie postive, et comme € # 0, le terme de droite est strictement positif.
On utilise alors une descente de gradient pour résoudre ce probléme: on se donne un vecteur
z"+1 non nul, puis on pose

k+1

M= b g2

x
oil 11 minimise la quantité h(z* + az¥*1). Un calcul explicite donne

(zk-i-l)/ (b _ Amk)
Ul = TR A gk

Le choix de la direction de la descente z*+1 peut se faire naturellement en prenant la direction
de plus grande pente. On pose alors 2"+ = gradh(a¥), c’est a dire

M+ = gradh(a®) = AzF) — b

L’algorithme est alors relativement simple, & partir de 2° (fixé arbitrairement) et de 70 =
b— Axz°, pour k=0,1,...
k
[ils
(rk)/wk—f—l ’

e on pose w* = —Ark=l et apyq =

k+1 k

— ¥ — a1, et rR k k+1

e on pose x =r" —app W

On s’arréte lorsque r7**1 est nul (ou suffisement petit).
Notons qu’on peut améliorer cet algorithme en corrigeant la direction —r* (prise dans le
passage de ¥ a 2FT1) de telle sorte que I'erreur commise soit la plus petite possible, pour la

norme || - |4 = v/A-: on pose alors

k\/ k
k+1 _ 3 ks _ (r)' Az
z = —Tr +ﬂkz,ouﬂk—m.

On parlera alors de méthode du gradient conjugué. L’algorithme est alors, 1a aussi, relative-
ment simple, & partir de 2° (fixé arbitrairement) et de 7% = b — Ax". On pose alors

(’I“O)/Zl

2l = 0wl = Az! oy =

et ' =20 + ayz!. Pour k=1,2,...
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Méthode de la bissection

=
o
@ _]
o
g ]
; ]
=R
$ T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Figure 42: Méthode de la bissection
k\/ k
") Az
e on pose r¥ =rF1 —qp2F et B, = Ezk;’Azk’
e on pose 2FTl = —rF 4 B 2F et whtl = AZk+T
k\/ k41
(r)'z
k+1 k k+1
. onposeakH:W et "l = xF + a1 28T
k+ k+

On s’arréte lorsque ¥+ est nul. Il est possible de montrer que r**t1 = 0 en au plus n itérations

(n étant la taille de A).

9.2 Recherche de zéros

Nous cherchions auparavent & résoudre un sytéme d’équations linéaires. De maniére générale, on
peut s’intéresse & un probléme non-linéaire de la forme suivante: rechercher x tel que f(x) = 0.

La méthode de la bissection est la plus simple, en dimension 1, condition de connaitre a et b
tels que f(a) et f(b) soient de signe opposés. On pose alors xop = a et 1 = (a + b)/2.

e si f(x1) X f(zo) < 0 alors zg = (21 + x0)/2,

si f(z1) X f(zo) > 0 alors o = (z1 + x0)/2 + (x1 — x0), et on itére... Notons que la distance
entre x* (vérifiant f(z*) = 0) et z,, est ainsi majorée par (b —a)/2" 1. Clest a dire que

1
* *
|xy, — x*|leq=|xp_1 — z¥|.
2
On parlera alors de convergence linéaire.

Définition 46. Une méthode est convergente l'ordre p s’il existe k > 0 telle que

|z, — 2™ |legk|zp—1 — x™|P.
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Méthode du point fixe

1.0

0.6 0.8
| |

0.4
|

0.2

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 43: Méthode du point fixe.

On parlera de convergence linéaire si p = 1 et quadratique si p = 2. Si |z, —x*|leqkn|Tn—1 —z*|
avec Kk, — 0, on parlera de convergence surlinéaire.

Parmi les méthodes usuelles, il y a la méthode du point fixe. Posons g(x) = « — f(x):
résoudre f(x) = 0 est équivalent & trouver les points fixes de g, i.e. g(x) = x.

On construit alors une suite récursive oy en posant i1 = g(xk).

Définition 47. Une fonction g est strictement contractante s’il existe k < 1 telle que

l9(x) = 9(y)ll < sl —yll, pour tout z,y.

On alors le théoréme du point fixe,

Théoréme 48. Si g est contractante sur I, et si g(I) U I, alors il existe une unique point fize
x € 1, et de plus pour tout xo, la suite xp1 = g(x) converge vers de point fize. De plus, la
convergence est linéaire.

En dimension 1, on considére

f(zx)

i1 =k fzr)

Ceci se généralise en dimension plus grande. En effet, si D f(x) désigne la matrice jabobienne
de f au point x, on pose
1 = 2 — [Df ()] % flz).
Notons que cet algorithme est une méthode de recherche de point fixe pour la fonction

g(x) =z — [Df(x)]" x f(z).
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Méthode de Newton—Raphson

0.4

0.2
|

0.1

0.0

Figure 44: Méthode de Newton-Raphson.

9.3 Recherche d’optimums

9.4 Interpolation de fonctions (par des polynoémes)

Etant donnée une fonction f : [a,b] — R. On se donne une partition de [0, 1], i.e. a < zp <
21 < ... < oy < b. Il existe un unique polynéme P, de degré n tel que f(x;) = P,(x;) pour
1 =0,1,...,n. Ce polynéme est donné par

Pux) =Y HM - f(wi).

i=0 \ j#i )

Entre les points x; et x;41, f et P, n’ont aucune raison d’étre égaux, mais en utilsant le
théoréme de Rolle, sous des conditions de régularité suffisantes, on peut montrer que pour tout
x € [z, xi41] existe ¢ € [x;, zi41] tel que

Aussi globablement, on en déduit que

b et () = TT0 — ),
el o () =TT =

Hf - Pn”oo S

Si les points z; sont équidistribués, avec un pas h = (b — a)/n, alors

n+1

I = Palloo < AP .

(n+1)!
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Les fonctions étant définies sur [a, b] il est possible de se donner un produit scalaire

b
< fg>= / F(2)g(x)w(x)ds,

ol w(-) est une fonction de poids. Une idée est de trouver une base de polynomes qui soit
orthogonale pour le produit scalaire < -, - >.

¥  on peut considérer les polynémes de Laguerre,

e poura=0,b=o00et w(r)=€"
e pour a =—1,b=1 et w(z) =1, on peut considérer les polynémes de Legendre,
e poura= —1,b=1etw(x) = (1—22)""2 on peut considérer les polynoémes de Chebychev.

Application: le calcul d’une intégrale (simple)
La base du calcul d’intégrale repose sur la formule de Chasles, qui permet d’écrire

Ti+1

b n—1
/a Fa)de = ’;0/ F(u)du.

On utilise alors des formules approchées sur chacun des intervalles. On parlera de méthode de
quadrature élémentaire, consistant a écrire

/ T Fu)du ~ [pign — ] % > wiif(Gig)s
T 7=0

i

ol (j € [, xi41] pour tout j = 0,1,...,n; et Z;‘io wi; = 1. On prend alors une moyenne

pondérée d’éléments de f(-) sur Uintervalle élémentaire [z;, x;41].

e la méthode des rectangles, n; = 0.

Titl
Dans ce cas, / fu)du ~ [ziz1 — ] f(¢;). Suivant le choix de ¢;, on parlera de rectangles
;i
a gauche (si (; = x;), de rectangles a droite (si (; = x;+1) ou de rectangles au centre (si

G = (i + 2i11)/2).
e la méthode d’interpolation linéaire, n; =1, (;0 = 2; et (41,0 = Tiy1.

On parle aussi de méthode des trapézes, ’aire élémentaire étant un trapéze. Dans ce cas,

/%M fu)du ~ [zip1 — i f(xiﬂ);_ flei)

e la méthode de Simpson, n; = 2.

Cette méthode, qui est un cas particulier de la méthode dite de Newton-Cotes, consiste a
prendre une interpolation polynémiale sur chacun des intervalles élémentaires.

e évaluation de l'erreur d’approximation.

Pour évaluer, ou majorer, I’erreur comise lors de I'approximation de l'intégrale, rappelons
que d’aprés la formule de Taylor,

r — X0

f(x) = flxo) +

f(z0) + ... + Mﬂ’“’ (z0) + /x Mf(k“)(t)dt.

k! v 7!

Le Noyau de Peano permet alors d’obtenir des majoration, en notant que si on approche
Iintégrale sous la forme suivante

b n
/ f(@)w(z)dr ~ Z Aif(x;),
a =0
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Figure 45: Calcul d’intégrale, méthode des rectangles et des trapézes.

Proposition 49. L’erreur défine par
n

ef = f( Jw(x)dz =Y " Aif (z:)

a i=0

est donnée par
1 b o
ef = — / K () f D (t)dt
n! a
ot K, (-) est appelé noyau de Peano associé a la méthode, défini par

Ko(t) = £(g) 0 gi(w) = (x — )"

Un des corrolaire est alors que

)] < X 7Y oo / K (1))t

Exemple 50. Pour la méthode du rectangle centré, pour wun intervalle [—1,+1],

e(f) = " f(z)dz —2f(0), et le noyau est alors

+1 1
Kift) = (e =) = [ (0= t)ude - 2=t = J(1 0

-1

suivant le signe de t, donc [ Ki(t)dt =1/3, et alors

e(f) = S 1"(¢) pour ¢ €] — 1,41,

3
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Exemple 51. Pour la méthode du trapéze,  pour un intervalle [—1,41],
+1
e(f) = f(z)dz —[f(—1) + f(1)], et le noyau est alors
-1
+1 1
Kift)= [ (@ 0de— (-1t + (1= 0] = 51— #) <0,

-1

donc [ Ki(t)dt = —2/3, et alors

2
() = =3 "(0) pour ¢ €] = 1,+1]
Exemple 52. Pour la méthode de Simpson, pour un intervalle [—1,+1],
+1 1
e(f) = f(z)dx — = [f(—1) +4f(0) + f(1)], et le noyau est alors

6

1 a0y
Ka(t) = ello —0%) = [ @-oPdo—2 (G0t + g o) = -LEIR=

donc [ Ki(t)dt = —1/15, et alors

1

—mf(@(o pour ¢ €] — 1, +1[.

e(f) =

e Application: le calcul d’une intégrale multiple

Le calcul d’intégrale multiple se fait aisément dans un seul cas: celui ot I'on intégre sur un
hypercube de R?, c’est & dire pour simplifier [0, 1]¢, comme le note STROUD (1971) (notion de
“product formula”). De maniére générale,

1 1 n
/ / h(ul,...,ud)dul...dudwZwif(uijl,...,uiyd),
0 0 i=1

ou les w; = (u41,...,uq) sont des points du cube unité. Les calculs sont généralement plus
complexes (méme si I'idée de la méthode est toujours la méme, approcher une intégrale par une

somme) pour des intégrales de la forme / h(u)du, ot V est un volume ou une surface de RY,

éventuellement difficile & paramétrer. Parn\{i les méthodes utilisées, on peut essayer de découper
V en petits hypercube, mais aussi essayer de décomposer h dans une base de polyndémes. Un
tiers de STROUD (1971) est ainsi composé de tables et de formules permettant de décomposer
des régions V simples (ellipsoides, simplexes, hexagones, tores, polygones usuels), ainsi que des
formules d’approximation

9.5 Solutions d’équations différentielles

Soit f : [0, 00[— R une fonction continiment dérivable telle que
f'(z) = g(f(z),x) pour x > 0 avec la condition f(0) = f,.

On parle alors de probléme de Cauchy.
Notons que si f est Lipschitzienne, alors ce probléme admet une solution unique sur R.
La résolution numérique ne se fait pas sur R, mais en un nombre fini de points. Pour cela,
on se donne
D=2 <21 <22 < ... <Tp < Tp41 < ..
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L’idée naturelle est alors d’approcher f’(x) au point z,, par

f/($n) ~ f(xn-‘rl) — f(xn) )

Tpn4+1 — Tn

On parlera de schéma d’euler explicite si 'on considére le schéma numérique suivant

Tp+1) — Jx Up4+1 — W N
Fna) = 7n) _ (0, 0), ou 50 g 2,) 00t = ),
Tp+1l — Tp Tnt+1 — Tn
et de schéma d’euler implicite si
Tnt1) — f(zx Upt1l — U N
Tn+1 — Tn Tn+l1l — Tnp

En effet, ces deux équation s’écrivent alors respectivement
Unt1 = Up + (Tpt1 — Tn) X g(Up, x, pour le schéma explicite

et
Unt1 — (Tng1 — xn) X g(Upt1, Tpy1) pour le schéma implicite.

Afin de bien comprendre 'intérét de ces deux schémas, considérons ’exemple suivant.
Exemple 53. Considérons l’équation différentielle f'(x) = Bf(x) ou B > 0, avec comme condi-

tion initiale f(x) = fo. La solution explicite est connue, ici: f(x) = e fo. Pour discrétiser,
posons xy, = nh avec h > 0. Dans le schéma explicite,

Unt1 = (1 = Bh)u, = ... = (1 — Bh)"uy.

Siug # 0, et si 1 — Bh < —1, le schéma sera dit instable. Il faut alors imposer —1 > 1 — (Bh,
soit h < 2/8. Aussi, le pas de discrétisation doit étre suffisement petit, sinon le schéma explose.
Dans le schéma implicite,

1 n
(1 + Bh)upt1 = uy, soit u, = (1 —|—ﬂh> uQ.

Dans ce cas, pour tout h, le schéma converge.

D’autres méthodes sont également possibles. Rappelons juste la méthode de Runge-Kutta:
en intégrant I’équation différentielle, il vient que

f@nir) = f(zn) = / ), bt

En utilisant par exemple la méthode des trapézes pour calculer cette intégrale, il vient

U — Uy = lg(un’x") +g(un+1’$n+1)
n+1 n 2 Tpil — Tn .

Ce schéma correspond en fait & prendre la moyenne entre le schéma d’Euler explicite, et le schéma
d’Euler implicite. Il est possible de montrer qu’il converge a 1’ordre 2.

De maniére générale, en posant u = (uy, ..., un) = (f(x1), ..., f(xn)), il est possible d’écrire le
systéme d’équations (linéaires) obtenues par la discrétisation sous la forme matricelle Au = b.
On peut alors utiliser les méthodes vues auparavant.
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Résolution d’équation différentielle, Euler, h=0.05 Reésolution d’équation différentielle, Euler, h=0.1

0.6

0.2

0.0 05 1.0 15 2.0 25 0.0 05 1.0 15 2.0 25

Résolution d'équation différentielle, Euler, h=0.25 Résolution d’équation différentielle, Euler, h=0.4

Figure 46: Equation différentielle ordinaire, 5 = 5, schéma explicite.

Résolution d’équation différentielle, Euler, h=0.05 Reésolution d’équation différentielle, Euler, h=0.1
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Résolution d’équation différentielle, Euler, h=0.25 Résolution d’équation différentielle, Euler, h=0.4
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Figure 47: Equation différentielle ordinaire, 3 = 5, schéma implicite.
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10 Reésolution des edp et différences finies

10.1 Meéthodes de discrétisation

Un schéma de discrétisation se dit consistant si l'erreur d’approximation tend vers 0 quand le
pas h — 0. On parlera de précision a l'ordre p si la norme de lerreur est O(h?).

De fagon générale, les opérateurs différentiels sont approchés par des combinaisons linaires
de valeurs. En effet, le développement de Taylor permet d’écrire

u(x)—u(a:—h) 0 h "
- —u(:v)—§u () + ...

Donc si on dispose d’un maillage (xi>i€{0,...,n}7 on peut approcher u/(z) au point z; par

w(zy) —w(wi—1)  u(w) —w(xi—1)  u — ui
3 1—1 1—1 i—1

pour des commodités d’écriture.
Plus formellement, on se place sur [0, 1] et on considére un maillage & = (z1, ..., 7, )?,

O=xo<1 <22< ... <2Tp_1<zpp =1.

On note h; = z; — z;_1. L’opérateur de différentiation s’écrit alors sous la forme matricielle

suivante

hfl
0
— (hohy)™'/? hi (0)
5 —(hha) ™ gt
h — .
(0) nla
- (hn—th—l)_1/2 ;il

de telle sorte que le vecteur Dy, - u(x)! soit une approximation du vecteur «'(x)!. Notons qu’ici

Ierreur est en O(max(h;)).
De méme pour la dérivée seconde, une approximation de u”(z) au point x = z; est donnée

1 w(xiyr) —u(z)  w(z;) —u(xi—y)
(hi+ hi-1)/2 ( - ) ’

h; hi—1

2 Uip1—q Ui — Ui

Ml N i+17 W i—1
wi(=i) (hi + hi—1) < h; hi—1 > ’

Si h; = h pour tout ¢ (maillage uniforme), la matrice associée est

par

u//(xi) N

soit encore

2 -1
-1 2 -1 (0)
1 -1 2
0) 2 1
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Le laplacien est, en dimension 2, I'opérateur 9%/92% + §%/9y?. On utilise alors un schéma a
5 points,

(i1, Y;) — 2u(zs, yy) + wl@i-1,y5) | w(@s, Yiv1) — 2u(@s, y5) + u(@i, yj—1)
A(wg, y;) ~ 2 + 2 :
z Y
La aussi, pour des commodités d’écriture on notera

= i Uiy Wil T 2Uig Ui
2 2 ’
h2 h2

U; 1,5
A(.’L‘Z,y]) ~ i+l

Si hy = hy = h, notons que l'erreur est O(h?). Il est possible d’améliorer la précision en faisant
intervenir les points a distance 2k, qui donne une erreur en O(h*). On notera enfin I'opérateur
bilharmonique, dont la racine carrée donne le Laplacien.

1 1
1 -1 1 —16 1 2 -8 2
72 -1 4 -1 1272 1 -16 60 -—-16 1 ouﬁ 1 -8 20 -8 1
-1 —16 2 -8 2
1 1

10.2 Les différentes méthodes de discrétisation

Parmi les méthodes de différenciation,

° af(tvx) ~ f(x’t+h)_f($at)

différence progressive,

ox h

. 0f(t,z)  flz,t) — flz,t —h) différence rétrograde,
Ox h

o At2) flatth) = f@t =) g oo contrée.
ox 2h

Exemple 54. Considérons l’équation de transport dans R x (0, 00)
ou(x,t) ou(x,t)
ot te Ox

avec la condition initiale u(x,0) = f(z) sur R. On considére un schéma progressif en temps et

=0,c>0,

€en espace,
Uil = Ui Uikl T Wi _ g
- ?

tjiv1 —t; Titl — T;

On considérant des pas de temps identiques, on note h = xj11 — x; pour tout i, et At =1t —t;
pour tout j. En posant A = At/h, on obtient

Ui j+1 = (1 + )\c)ui,j — )‘CUi—i-l,j = [1 + Ac — )\CT_h]ui’j,

ou T. désigne lopérateur de translation spatiale, [T:|u(x,t) = u(x — €,t), € € R. Par récurrence

n

uij = [14+ X e— AT p]lug; = Z (Z) (1 + Xe) " F(=XeT_p)F f(2)
k=0

S (Z) (14 A" F(=Ae)* f (i + k).
k=0

On utilise alors les points xi, Tit1,.... La solution ainsi obtenue est alors trés éloignée de la
solution théorique, puisqu’il est possible de montrer que u(x,t) = f(x—ct). Aussi, théoriquement,
seul le terme x; — cAnh aurait du intervenir. On parlera de schéma instable.

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



10 RESOLUTION DES EDP ET DIFFERENCES FINIES 98
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Figure 48: Maillage et résolution numérique.

10.3 Notions de stabilité et de convergence

De fagon générale, on note M un opérateur différentiel (linéaire), d’ordre 1 en ¢, et on cherche
une solution u au probléme Mu(t,x) = f(t,z) sur (0,00) x Q2 ou £ est un ouvert de R, avec la
condition initiale u(x,0) = ¢(z) pour tout x € Q.

En replacant les opérateurs différentiels par des différences finies, on obtient un opérateur
discret Mp a¢-

Définition 55. Un schéma est explicite si u;j11 peut s’écrire comme combinaison linéaire des
w(xg, t)), f(xk, tj—1), ... pour tout k. Le schéma est implicite si d’autres valeurs sont nécessaires.

Définition 56. Le schéma sera dit a 1 pas de temps s’il utilise les valeurs a deux dates, unique-
ment (e.g. ent; et ti11), et sinon il sera a pas multiples.

Définition 57. Soit u(t,x) la solution de l’équation aux dérivées partielles, et (u; ;) un solution
associée au schéma discrétisé. On dira que le schéma est convergent si u;; — u(x,t) quand
(xi,tj) — (x,t) lorsque h, At — 0.

La convergence signifie que la solution numérique du schéma tend vers la solution de
I’équation aux dérivées partielles.

Définition 58. Un schéma de discrétisation My ay d’un opérateur L est consistant si pour toute
fonction ¢ infiniment dérivable, en tout point (x,t) du maillage,
lim (M¢ — Mp ) = 0.
pim (Mg AtP)

En particulier, une solution réguliére sur la version discrétisée converge vers la solution de
I’équation aux dérivées partielles. Mais la réciproque n’est pas forcément vraie. La consistance
est alors une condition nécessaire de convergence, mais pas suffisante.

Enfin, pour un schéma M), a;u = 0 associé a I’équation Mu = 0, on dira qu’il est stable s’il
existe .....

On a alors le résultat d’équivalence de Lax-Richtmyer,
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Schéma implicite Schéma explicite

localisation (x)
!
®
localisation (x)
!

Figure 49: Schémas implicite et explicite.
Proposition 59. Un schéma linéaire consistant est convergent si et seulement si il est stable.

10.4 Stabilité numérique de la discrétisation

Considérons le cas particulier de la dérivée seconde. Résoudre Du(z) = f(z) on Lu = u” se
traduit numériquement, par

2 -1
: B u() )
bz -1 0 u(as) Fls)
1 -2 u(as) [ _ | f(=s)
h2
u(xn_1) f(zn-1)
(0) 2 -l u(w,) f(@n)

ou encore Dyu = f. Les valeurs propres de Ly sont alors les A\, = 2(1 — cos(mk/(n +1)))/h? et
les vecteurs propres associés

Vi = (sin(rk/(n + 1)),sin(27k/(n + 1)), ...,sin(nmk/(n + 1)))".
En effet, en notant Vg = V41 = 0, notons que
K2 [~ Vio1 + 2V — Vi) = MV
Cette relation de récurence implique que les vecteurs propres s’écrivent
Vi = Ar]f + Bré:, k=0,..,n,

ot 71 et ry sont deux solutions (distinctes) de 72 + (Ah? — 2)r +1 = 0, et ou A et B sont
déterminées par les conditions en bords.
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Notons que les valeurs propres sont toutes positives, avec

2

4
<Ay Ay s A < Apax ~ —.

Amin ~ e < 2

Si on s’intéresse au cas du Laplacien, de facon similaire, on obtient que les valeurs propres
de L; sont alors les
2(1 —cos(mi/(n+1))) 2(1 —cos(mj/(n+1)))

Aijj = 2 + h% )

et de la méme fagon, on peut montrer que ces valeurs propres sont toutes positives, avec

172 172 4 4
Amin ~ —— ALty ooy i s A Amax ~ — + —.
ez n2p = Chbr s A g F h2

10.5 Examples de discrétisation: I’équation de la chaleur

On considére ici 'équation aux dérivées partielles

ou(t, ) O*u(t,z)
- — K > = f(t,x), pour x € Rett >0,
ot Ox? f(t,z), p
avec des conditions de bords u(x,0) = up(x) pour tout z € R (up donnée, et connue). En
pratique, on supposera que z et ¢ sont toutefois bornés, soit x € [—a,+a] et ¢t € [0,T]. Dans ce
cas, il convient de rajouter une condition de bord en espace, de la forme

u(—a,t) = a(a,t) = 0 pour tout t €]0, 7.
e schéma explicite

L’idée est ici d’approcher (u(t,z))t>0zer Par une suite u; j, ou (uij)ic,....1,jelt,....,n]» définie
sur la grille (réguliere) (¢;,x;), ot t; —t;—1 = At et x; —x;_1 = h par

Uitlj = Wij Uil — 2Uij + Uij—1
At h?

= fijs
ou fij = f(ti,x;), et en rajoutant les condition de bord
ug,; = uo(x;) pour tout j et wi,0 = u(i,n+1) =0.
Notons que l'on peut réécrire cette relation sous la forme récurente

wi+ 1,75 = Atfij + Muijer 4+ wij—1) + [1 — 2\]u; 5,

At
en posante A = k—— . Le fait que la valeur a la date ;11 s’écrive en fonction des valeurs a la date

t; explique le terme “explicite” du schéma.
On note €;41,; la différence entre la solution approchée et la vrai solution, en (;, z;), i.e.

Wiy — Wiy Uiyl — 2Ui U1 fi
EZ+17_7 - At K hQ 4,7

En supposant que w soit 2 fois continiment dérivable en t et 4 fois en x, en utilisant un
développement de Taylor

u(tH_l,xj) = u(ti,:cj) + At?;(tiyxj) + O(At2),
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b, o,
202 07T 6 Ox3

B ou 9. hO%u h3 3u 4
u(ti, zj—1) = u(ti, zj) — h%(tu%) + O(At") + 5@(% xj) — F@(tu%) + O(h%).

0
ulti, zje1) = ults, ;) + h%(ti, ;) + O(AL2) + ti,x;) + O(h),

Aussi,

gir1j = O(At) + O(h?).
On notant € l'erreur de troncature du schéma, i.e. € = max{e;11,;}, on a
e <C-(At+ 1.
Il est aussi possible d’étudier 'erreur die a la discrétisation du schéma,
ei; = u(ty, xj) — u; ; pour tout 4, j,
alors

€it+l,j = (1 — 2)\) e+ )\ei,j+1 + )\6@71;1 + AteiJrl,j pourt=1,...I—1,7=0,....n—1
€i+1,0 = €41, =0 pour i =0,..., T
eo,; =0 pour 7 =0,...,n

1
Si 'on impose la condition A < 2 on a alors la majoration

Jeirngl < (1= 2 [eig] + Alleqjor] + leqjoa]) + CAL- (At +h) < leq.| + CAL- (At + 1),

ou

ei.| = max;{|e; ;|}, et donc, au final,
max{leis1y|} < OT - (At + 1),
c’est & dire que 'erreur de discrétisation est du méme ordre que 'erreur de troncature.

Proposition 60. Soit u la solution de I’équation de la chaleur, et (u; ;) la solution du schéma
explicite. On suppose que u est 2 fois continiment dérivable en t et 4 fois en x, et si de plus
h2
At < — (12)
2K

alors 1l existe une constante C, indépendante de At et de h telle que

lu(ts, x;) —wij| < C- (At + h?) pour tout i, j.

La condition (12) est appelée condition de stabilité. Aussi, il faut que le pas de temps soit
suffisement petit pour que le schéma converge. Dans le cas ol kK = 1, la condition de stabilité

pour le schéma explicite est A < 3 La Figure 50 montre la suite u; ; pour différentes valeurs de
A

e schéma implicite

Un schéma dit implicite (ou rétrograde) peut également étre construit,

Uitlj = Uig _ Uitlg+l — 2irlj + Uis1j-1 Fit
7 2 = Jit+l,5-

L’absence d’écriture sous forme récursive oblige & résoudre un systéme linéaire.
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Equation de la chaleur, lambda=0.174 Equation de la chaleur, lambda=0.347

\

<&
(&
s

Equation de la chaleur (explicite), lambda=0.520 Equation de la chaleur (explicite), lambda=0.535

Figure 50: Schéma explicite pour 1’équation de la chaleur, diminution du pas de temps
At, et augmentation de \.

Equation de la chaleur (implicite), lambda=0.174 Equation de la chaleur (implicite), lambda=0.347

\ \

& &
(& (&
o S

Equation de la chaleur (implicite), lambda=0.520 Equation de la chaleur (implicite), lambda=0.861

Figure 51: Schéma implicite pour I’équation de la chaleur, diminution du pas de temps
At, et augmentation de \.
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Equation de la chaleur (Crank Nicholson), lambda=0.174 Equation de la chaleur (Crank Nicholson), lambda=0.347

Equation de la chaleur (Crank Nicholson), lambda=0.520 Equation de la chaleur (Crank Nicholson), lambda=0.861

Figure 52: Schéma de Crank-Nicolson pour I’équation de la chaleur, diminution du pas
de temps At, et augmentation de \.

e schéma de Crank-Nicolson

En combinant ces deux approches, on génére un #-schéma. En particulier, si § = 1/2, on
obtient le schéma de Crank Nicolson,

Uiglj — Uij KU1l — 2Uig1j + Uig1j-1 K Uige — 2Uij + Ui s
At 2 h?2 2 12 i+1,j

L’absence d’écriture sous forme récursive oblige & résoudre un systéme linéaire.

e le schéma saute-mouton (leap frog)

Dans ce schéma, on considére la discrétisation suivante de I’équation aux dérivées partielles,

Ui1,5 — Wi—1,5 _ K;ui’j+1 — QUi’j + Ui j—1 f )
2At h? "

10.6 La notion de consistance
Rappelons que €(At, h) = max{e; j} est appelé erreur de troncature.

Définition 61. Un schéma numérique est dite consistant si l'erreur de troncature tend vers (
quand At,h — 0. Un schéma numérique est dite précis a l’ordre p en espace, et q en temps s’il
eziste une constante C' telle que

e(At, h) < C(hP + At9).
En particulier, pour les schémas présentés dans la section préédante, on a

Proposition 62. Si la solution u est suffisement réguliere, alors

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



10 RESOLUTION DES EDP ET DIFFERENCES FINIES 104

e le O-schéma est précis a l'ordre 2 en espace, et 1 en temps, pour tout 6 € [0,1],
o le schéma de Crank-Nicolson est précis a l'ordre 2 en espace, et 2 en temps (0 =1/2),

e [e schéma saute-mouton est précis a 'ordre 2 en espace, et 2 en temps.

10.7 La notion de stabilité

On note | - || la norme sur R"~1 définie par

[olln =

Définition 63. Un schéma numérique a un pas de temps est dite stable s’il existe une constante
C telle que

%
lu'lln < C | llulln + | A IFAIR |
k=0

pour tout n, et quel que soit le second méme fk = (fe1s - fen—1). Dans le cas d’un schéma a
deux pas de temps, la condition de stabilité s’écrit

%
] k
lalln < C ( alln + s+ | 28D IF*I7 ]
k=0

Afin de mieux comprendre cette notion, il peut étre plus simple de travailler sous forme
vectorielle. Dans le cas d’un #-schéma, rappelons que

ui-i—l — Auz -I-Ath_l,

ott b = (T - NK)"1f", et A= (I - NK) I — \(1 - 0)K], avec

2 -1
-1 2 -1 (0)
1 2
K =
0) 2 1
- _1 2 -

Proposition 64. Un schéma de la forme u'T! = Au’ + Atbt! est stable si et seulement si il
existe une constante C' telle que

|AY|2 < C pour tout i =1, ..., 1,

ot || - ||2 désigne la norme matricielle induite par la norme euclidienne. Dans le cas o A vérifie
AA" = A’A, alors ||A||l2 correspond au rayon spectral, et une condition suffisante de stabilité est
que le rayon spectral soit majoré par 1.

Proposition 65. Dans le cas d’un 0-schéma, si 0 € [1/2,1] alors le schéma est stable.
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Proof. Dans le cas d'un 6-schéma, rappelons que

A= (T-MK)HI-\1-0)K],

km
et on peut vérifier aisément que A’ = A. Les valeurs propres de A sont les v, = 1 — 4\ sin? o

n
Si on suppose que 6 € [1/2,1], on obtient que v, > —1 (la condition v, < 1 étant elle toujours
vérifiée). O

Proposition 66. Dans le cas d’un 0-schéma, si 0 € [0,1/2[ alors le schéma est stable si

h2
At< ——————,
2k(1 — 20)

En revanche, le schéma saute mouton est instable.

10.8 Approximation d’une solution et consistance

Définition 67. On appelle erreur de troncature le vecteur € = (€1 p,...,E1-1,1), OU

Uil — 2+ U
gi,h - h2

+ f(x;) pouri=1,..,1—1.
Le schéma de discrétisation sera dit consistant si

max {le; n|} — 0 quand h — 0.
=1, =1

Proposition 68. Si u est 4 fois continiment dérivable sur [0, 1], alors
d*u(z)
dx ’

Proof. L’idée de la preuve s’obtient en utilisant un développement de Taylor & 'ordre 4,

h

2
3 ’ < g
i Aleinlt = 33 ,ﬁzﬁtﬁ[{

!/ 2 " h’3 " h4 n
w(wiz1) = u(z;) + hu'(x;) + U (x;) + i (x;) + Y (x4),

/ h2 2 h’3 " h4 "
w(wi—1) = u(z;) — hu'(x;) + U (i) — 5 U () + o1t (x_),

ol z_ et x4 sont deux valeurs appartenant respectivement & |z;_1,z;[ et |x;, z;+1][. On obtient
en particulier que

4
(i 1) — 2u(es) + (i) = Ko () +

o [’LL””(.I,) + u"”(m+)} ,

c’est a dire que

2
5i,h —_ _ [’LL””(I,) + u””(er)} ,
24
d’on, en utilisant un majorant correspondant au maximum de u””(+), le résultat proposé. O
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10.9 Approximation d’une solution et convergence

Définition 69. Un schéma est convergent si

max {|e;|} — 0 quand h — 0,
i=1,0..,I—1

ot e; = u(x;) —u; pouri=1,..,1—1.

Proposition 70. Si f est 2 fois continiment dérivable sur [0, 1], alors

Proof. 11 est facile de noter que si f est deux fois contintiment dérivable, alors u 'est 4 fois. De

d*u(x)

dx

~max  {|e;|} < Ch? sup {

plus,
€i—1— 26 +ei41

- 72 = &i.h-

Aussi,
d*u(x)
dx

b

h2
) < . < —
ey (el < mas (el <0 xiﬁt}i[{

d’aprés la proposition précédante.
O

10.10 Quelques aspects numériques et rsolution de systémes
linéaires
L’inversion de la matrice n x n peut étre délicate en pratique, mais en notant que la matrice est

tridiagonale, il est possible d’utiliser des méthodes numériques plus efficace pour déterminer les
vecteurs w;41.

e La méthode LU (Lower-Upper)

La méthode LU (Lower-Upper) est une méthode de décomposition d’une matrice M en le
produit LU une matrice triangulaire inférieure L (Lower) et une matrice triangulaire supérieure
U (Upper).

Schématiquement, il s’agit d’une forme particuliére d’élimination de Gauss Jordan. On trans-
forme une matrice en une matrice triangulaire supérieure en éliminant les éléments sous la diago-
nale. Les éliminations se font colonne aprés colonne, en commencgant par la gauche, en multipliant
la matrice M par la gauche avec une matrice triangulaire inférieure.

Exemple 71. Considérons le systéeme (trés simple)

3r1 + 5r9 = 9
6x1y + Tyry = 4

La méthode naturelle de résolution consiste a substituer a la seconde équation la combinaison
linéaire de 2 fois la premiére équation, moins la seconde, qui donne le systéme équivalent

3r1 + bxo = 9
- 31’2 = —-14
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On parle alors d’élimination de Gauss. L’interprétation matricelle est la suivante,

La]-0evlle 5]

M L U

ot l'on a respectivement une matrice triangulaire inférieure o gauche (L), et triangulaire
supérieure o droite (U). Résoudre Mx = b revient & résoudre LUx = b, qui se résout en
deux temps:

e on cherche la solution y Ly = b, qui se résoud aisément puisque L est une matrice trian-
t

gulaire inférieure: siy = (y1,...,yn)", et b= (b1, ..., bp)

e on cherche la solution € Ux =y, qui se résoud aisément puisque U est une matrice
‘ ‘ L . t t
triangulaire supérieure: si @ = (T1,...,2,) , et Y = (Y1, .-, Yn)

1 . ‘
T; = m (yz — Z Ui’jmJ) , 1.e.

j=it+1

Dans le cas particulier de la matrice triangulaire, on notera que les matrice L et U
sont assez spécifiques,

[ 1+2c  —k (0)
—K 142k —K
—K 1+ 2k
142k —K
L (0) -k 142k
[ 1 1T v = i
L1 1 (0) Yo 22
_ Ly 1 Us
1 Yn—1 Rn—-1
L (O> Lnfl 1 4 L Yn

Il convient de déterminer les coefficients L;, y; et z;. Des rapides calculs d’algebre linéaire

Yy = (1 + 2/<L)
yr = (1 4+ 2K) — K2 Jyp_1, pour k =2,....;n
2z =—ket Ly =—kr/yg, pour k=1,...n—1
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On peut alors réécrire Mu,; 11 = b; sous la forme L (Uu;y1) = b;, qui se sépare alors en
deux problémes,
Ly = b; et Uuip = vy,

oll v; est un vecteur intermédiaire.

1 17 v (ti, 1) | [ by ]
_"i/yl 1 (O) v (ti, ZL‘Q) bg
_H/yQ 1 v (tl, 1'3) bg
‘. 1 v (t’w xnfl) bnfl
L (0) —K/Yp1 1| |V (ti,xn) | | bn |
et ) o _ ) )
N —K (0) Uit1,1 U1
Y2 —K Uig1,2 Uy
ys - Uit+1,3 _ Us
(0) Yn_1 —K Uit1,n—1 Up—1
B Yn 1 L ui—l—l,n i B Unp, i

Les vecteurs v; sont obtenus aisément par substitution (forward),

RUk—1

v; = by et v, = by, + pour k=2,....,.n — 1.

Yk—1

On obtient alors, par substitution (backward),

U0 Vg + KU1 k1
Uip1g = — b Ujp1p = —————
Y1 Yk

pour k=1,...,n— 2.

e La méthode SOR (Successive Over-Relaxation)

La méthode SOR (Successive Over-Relaxation) est une méthode itérative. Elle est
généralement présentée comme un raffinement de la méthode de Gauss-Siegel. L’idée est
ici de réécrire I'algorithme implicite sous la forme

Ujjp1 = H—%(b(xi’ t5) 4+ K [uic1 1 + i), (13)

en gardant les notations de la partie précédente.
La méthode de Jacobi consiste a se donner une valeur ) j+1, buis de construire une
: k
suite de u;;,;, en posant

1
ufﬁl T 1 2H(b(:p,~,tj) + K [uf—l,ﬂl +“f+1,j+1D> (14)
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et de regarder la limite quand k& — oo (cette méthode est en effet convergente dés lors
que £ > 0).

La méthode de Gauss-Siegel est une amélioration, qui propose de calculer ufﬁl a
partir de u/*' .|, au lieu de uf_, ; ;. Aussi, (14) devient
1
k41 k41 k
Uij1 = H—%(b(%tj) + k& [tim1je)" T g0 ]). (15)

Enfin, la méthode SOR est un raffinement supplémentaire, ol on écrit simplement
k41 k k+1 k
witly = ulws, ti)" + [wf il — ] (16)

c’est ) dire que la valeur a I’étape k + 1 correspond a la valeur a la date k, auquel est

ajouté un terme correctif. On peut en particulier introduire un parameétre de relaxation
6 €]0,2[, et

k+1
Y (i tjs) = 1+ 25(5(%‘; tj) + K [Ufjf,jﬂ + U§+1,j+1])

w(ws, tjpr) = u(wi, tj)" + 0 [ufﬁl — ]

On parle de “sur-relaxation” si 6 €]1,2[, et de “sous-relaxation” si 6 €]0, 1[.

10.11 schéma de Crank-Nicolson

Ce schéma est une “moyenne” des deux précédants, ol on considére la discrétisation
suivant
Uij+1 — Uiy
At
oL fuiay = 2w gy 4 Wi = 2Ui 41 1+ Ui
2 h? h?
= 0,

Ce schéma implicte est consistant, d’ordre 2 en x et en t. Notons que
K141 — L1+ £)uijon + diuienjin = =i — 2(1 — K)ui g — diugjia.
Le facteur d’amplification s’écrit

1 —2ksin®(h§/2) 4rsin?(hE/2)
I = o (he/2) LT T3 2msn®(he2)’

donc g(h&) <1 quelles que soient les valeur retenue. Le schéma est donc stable.
Le schéma itératif s’écrit
1
Wi j+1 — Elf (uz’—l,j—f—l — 2Uj41 + Uz‘+1,j+1) = U5 — §/€ (Uz‘—l,j — 2u;; + Uz‘+1,j) )
en notant encore une fois kK = At/h?. La résolution se fait a I'aide de méthodes similaires
a celles définie auparavant. En particulier, on peut calculer

K
v(wi,t5) = (1 — K)uj + 5 (i1t )
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(I'algorithme étant récursif) puis de résoudre

K
(14 K)uije1 — 5 (Uim1j41) + Uigrj41) = v(Ts, ;).

Sous cette forme, on retrouve I’équation obtenue dans le schéma implicite.

10.12 schéma de De Fort-Frankel

On considére ici le schéma suivant

Uigrt = Uij  Uim1g — (Ui + Uig1) + Uign,g

At h2 =0,

de telle sorte que

At)2 Fulal) o)+ o((ar?).

Ly aeu(z,t) — Lu(z,t) = — (7 o

Ce schéma est alors consistant si et seulement si At/h — 0 quand h, At — 0. Posons
k = At/h?, alors

(1 + 2dl€)ui’j+1 = Qﬁ(ui—l,j + uiJrl,j) + (1 - 2I€)u@j*1’

L’étude de la stabilité est un peu plus complexe, mais on peut montrer qu’il y a toujours
stabilité.

Les quatre schémas présentés dans cette partie peuvent étre représentés par les dessins
de la Figure 53

10.13 Prix d’un call européen par résolution d’e.d.p.

Résolution a partir de I’équation de la chaleur, et changement de variables
Le prix d’une option européen, de payoff h(Sy) & maturité T' vaut, a la date t = 0,
g(0,Sp) o g est la solution de I’équation aux dérivées partielles
dg ~~ 0g 1, ,0%
E—an% —1—50 T 53 =79, pourz >0,t€[0,T],
avec la condition finale donnée par ¢(7T,z) = h(x) = max{0,z — K}, dans le cas d'un
call. Pour les calculs, on rajoute la condition limite g(-,0) = 0. De plus, comme il faut
discrétiser I'espace des prix (x € [0, a], quand z = a, g doit étre solution de I’équation
9y 9y

— +rr-— =rgpour r = a.

ot oz

0
Aussi, en z = a, on en déduit que 8_§ +rz=rg car g(r) = x — K en a. Aussi, aprés

intégration, on en déduit que g vérifie la condition de bord ¢(-,a) = a — K exp(r[- — T7).
On considére le changement de variable y = log(x/K) (ou o = Ke¥), de telle sorte
que I’équation s’écrive

dg o2\ g 1 ,0%
E—i— (7’—7) (‘9_y+§0 a_yQZTg’ pour y < log(a/K),t > 0.
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Schéma FTCS — Forward—time, centred space

ry
= :
= :
S
=1 .
kil e
= :
3
S
temps (t)
Schéma de Dufort—Frankel
) e

=
=
S
<
2}
E
k=l

T T T T T

temps ()

localisation (x)

localisation (x)

Schéma de Richardson

temps (1)

Schéma de Crank—Nicholson

temps (1)

Figure 53: Les différents schémas de discrétisation de I’équation de la chaleur
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Figure 54:

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE

Résolution de I'équation aux dérivées partielles.



10 RESOLUTION DES EDP ET DIFFERENCES FINIES 112

On fait alors le changement de temps ¢t = 7' — 27 /0, soit

0 0 0?

a—i =(k—-1) a—Z + a—y‘g — kg, pour y < log(a/K), 7 € [0, (c* —2)/c%)],

en posant k = 2r /0. On se rameéne a 1'équation classique en posant f(y,7) = exp(ay +
B1)g(y, 7), ot

1—k
a=— et B=a’+alk—1)—k=—(1+k)*/4,
. . of  o? o o
soit f solution dea— =52 avec comme conditions de bords une condition en temps
T )

£(4,0) = exp(—ay) max{exp(z) — 1,0} = max{e+w/2 _ eb-1w/2 o}
correspondant au temps t = 1), et les conditions en espace
( P p , P
f(y,7) =exp((k+1)y/2), quand y — +oo

(ou tout du moins la borne supérieure du support) et f(y,-) — 0 quand y — —o0.
On met alors en place un algorithme numérique pour résoudre cette équation.
Pour rappel, la solution de ce probléme s’écrit

1 oo 2 4
/ Fol@)e= =027 g

2\/TT

ol go est la condition de bord en temps,

fo(.ﬁ(]) = f(O7 ,']j) = maX{e(k+l)$/2 . e(kfl)m/Q’ O}

f(ry) =

Comme on sait que Sp = 50 et K = 50, on sait autour de quelle valeur (en y) il
convient de faire les calculs. En particulier, on peut considérer une grille [—1,1] en y.

A partir de cette solution numérique, en y et 7, on fait alors les changements de
variable inverse, en notant que

9(y, 7) = exp(—ay — B7) f(y, ),

soit

g(x,t) = exp (—alog% — ﬁ%) Fllog %7 (T 2t)0 )

La condition de bord supérieure est un peu délicate a traiter. Aussi, il peut étre plus
judicieux de valoriser un put, et d’utiliser les formules de parité pour obtenir le prix du
call.

Remarque 72. En faisant le changement de temps, t = T — 27/0?, on s’est ramené de
[0, 7] a [0,0%*T/2]: si o est petit, lintervalle de temps sera tout petit (avec un cas limite
sio—0).

Résolution directe

On peut aussi tenter une résolution directe a partir de I’équation obtenue par BLACK
& SCHOLES (1973),

0 0 1 0?
a_gt] —f—Tl‘% -+ 50'21728_1:3 =Trg, pour > [Oaa]at € [07T]7
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Résolution de 'équation de la chaleur, valeur en t=T

25

Résolution de I'équation de la chaleur

o

o

10
1
o

Figure 55: Résolution de I'équation de la chaleur et prix du call.

Résolution de 'équation de la Black & Scholes

Résolution de I'équation de la chaleur
n o 8
N 0

0
0
0

o | 0 g
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Figure 56: Résolution de I'équation de la chaleur et prix du call
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Convergence du prix d'un call européen, Nt=500

18

16

Prix du call européen
12

10
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Nombre de subdivisions en espace

Prix du put européen

Convergence du prix d'un put européen, Nt=500

\H

I I
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Figure 57: Convergence de la résolution de I’équation au dérivées partielles, valorisation

d’un call et d’un put.

Résolution de I'équation de la Black & Scholes, n=20

Figure 58: Résolution numérique de I’équation aux dérivées partielles.
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Résolution de I'équation de Black & Scholes Résolution de I'équation de Black & Scholes
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Figure 59: Résolution directe de I’équation au dérivées partielles.

avec la condition finale donnée par ¢(T,x) = h(z) = max{0,z — K}, dans le cas d’un call.
Pour les calculs, on rajoute la condition limite g(-,0) =0 et g(-,a) = a — K exp(r[- — T1).

Les graphiques ci-dessous montrent la convergence du prix en fonction du pas de temps
en espace, a A fixé. Sont représentées les deux valeurs du prix obtenues pour des valeurs
de S les plus proches de Sy, et le trait au centre correspond & une interpolation linéaire

entre les deux valeurs les plus proches.

10.14 Différence entre les schémas forward, backward et centrés

Considérons le cas limite ¢ = 0, de telle sorte que 'équation aux dérivées partielles

devient, ot t désigne le temps avant échéance,

0g(z,t) 0g(z,t)

5 T g rg(x,t).
Un schéma de discrétisation centré donne
S;rAt S;r At
Gij+1 = [1 —rAt]g;; — o5, Ji1i + zQ—hgiJrl,j-

Supposons de plus que le payoff (en ¢ = 0) est de la forme suivant
g(S,t=0)=1(S €[Sk, £ h/2]) soit g;p = 1(i = k).
En substitutant dans I’équation de récurence, on en déduit que

(k£ 1)rAt

gk = (1 —7rAt) et gro11 = F 5
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Résolution de I'équation de la chaleur, lambda=0.98/sigma”2 Résolution de I'équation de la chaleur, lambda=1.02/sigma”2

ot

Résolution de I'équation de la chaleur, lambda=1.1/sigma”2 Reésolution de I'équation de la chaleur, lambda=1.15/sigma”2

™

Figure 60: Résolutions numériques pour différentes valeurs de .
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Figure 61: Résolutions numériques pour différentes valeurs de \.
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Si rAt < 1 alors gr1 > 0 et gr—11 > 0. En revanche, quelles que soient At et h, on

aura toujours
(k+ 1)rAt
Grt11 = =5 <0,

ce qui est improbable, économiquement.
Un schéma de discrétisation forward donne

Gij+1 = [1 — (1 + E) rAt} Gij + Tgi+1,j>

avec toujours la méme condition initiale, g;o = 1(i = k). La aussi, par substitution, on
en déduit que

S S
Ik = (1 — (1 + f) TAt) s Ok—1,1 = (Tk — 1) rAt et gpr11 = 0.

Si At est suffisement petit (i.e. (1 + n)rAt < 1), les trois valeurs sont positives.
On peut noter sur cet exemple simple qu'une méthode a priori moins efficace (forward
vs. Crank Nicholson) peut donner des résultats sensiblement plus intéressants.

10.15 Discrétisation d’une edp sur un maillage non uniforme

L’idée est ici de considérer un maillage qui se rafine au voisinage de Sy et de K.
La premieére difficulté est qu’en faisant un maillage trop fin en S, le schéma explose.
L’autre difficulté est de réécrire correctement 1’algorithme itératif. En gardant un pas
de temps constant, le schéma centré se réécrit sous la forme suivante

wijr1 = [1 — (v + Bi + 7)Atu; ; + o Aty j + BiAtuiy 4,

ol
o2S? rS;
a; = — s
(Si —Si—1)(Sis1 — 51‘—1) Sit1 — Si—1
ﬁi _ 0'232-2 i TSZ‘

(Sivr = 8i)(Siy1 = Sim1)  Sigr — Sica
Pour le schéma forward, (?77?) reste valide, mais
025?

(Si — Siz1)(Sig1 — Sic1)’

o; =

025? 4 7S
(Siv1 — Si)(Six1 — Sic1) Sit1—S;

Pour le schéma backward,

Bi =

0'251-2 _ TSi
(Si = Sim1)(Sip1 — Si1) S — Sima’

a; =

025?
(Sit1 — Si)(Siy1 — Sic1)

B =
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Nous avons vu dans ’exemple limite ou o — 0 qu’il était souhaitable qu’un schéma
de disrétisation ait des coefficients a; ;,b; ; et ¢; ; positifs,

Ujjr1 = \[1 — (o +v5¢ + T)Atlui,j + At uiq; + BiAtu .

Ci,j ag,j bi;j

Cette condition de positivité est en fait nécessaire pour assurer la stabilité de
I’algorithme.
Une condition nécessaire pour assurer la positivité des coefficients est d’avoir

a; >0et §; >0pourt=1,...n.

Pour corriger et assurer la positivité des coefficients, on peut utiliser une méthode de
décentrage (upstream weighting). L’idée du recentrage dans les méthodes de différences
finies et de poser

décentré

Q;

__forward décentré _ noforward _: forward pforward
= Q et [3; = 0G; Sl & , B; >0,

et
décentré

i sinon.

«

backward décentré __ gbackward
Q; et J; = [

Ce mécanisme assure la positivité des coefficients a et 3. On peut alors accélérer la
convergence en considérant comme poids

= _centré = gcentré _: _ centré centré
a; et ;7 5; 51 @y 5 >0,

et
a; = a?ecentre et ﬁz — ﬁlgiecentre sinon.

L’intérét de cette méthode est en particulier important si o est faible. En effet, ag¢ >
0sio?>r[S; — Si_1]/S; pour tout i = 1,...,n, soit o2 > rh/S;.

Remarque 73. En fait, cette méthode de décentrage devient essentielle pour des diffusions
plus complexes, en particulier si elles font intervenir un retour a la moyenne.

Dans le schéma centré de Crank-Nicolson, cette condition nécessaire n’est toutefois
pas suffisante, et il est possible d’obtenir une divergence (et oscillations).

10.16 Autres formes de payoff, et conditions de bord

Considérons, au lieu d’un call européen classique le cas d’un call digital. La convergence
est relativement lente. La raison étant la discontinuité de la fonction de payoff (fonction
indicatrice), une idée peut étre d’approcher le payoff par une fonction C*> aussi proche
qu’on le souhaite (RANNACHER (1984)). Au lieu de considérer comme payoff z +— 1(z >

0), on consideére
()= (1 ()
r) == anh ( —
gh 9 h )

qui converge vers la fonction indicatrice lorsque h — 0.
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Résolution de I'équation de la chaleur, cas option digitale Prix d'un call digital par équations aux dérivées partielles
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Figure 62: Valorisation dun call digital, m = 100, 250.

Prix d'un call digital par équations aux dérivées partielles Convergence du prix d'un call digital (non lissé)
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Figure 63: Valorisation d'un call digital, m = 1000.
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Convergence du prix d'un call digital (lissé, h=2) Convergence du prix d'un call digital (lissé, h=1)
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Figure 64: Valorisation d'un call digital, impact du lissage.

10.17 Les conditions de bord

Une des conditions de bords est obtenue lorsque S; — oo. Concrétement, il convient de
borner S € [0, b] (voire [a, b] si on s’intéresse au logarithme).
Si dS; = rSidt + 0S5 dW; (modéle de BLACK & SCHOLES (1973)), alors

2
StéSoexp((r—%)T—l—aZ\/T—t), ou Z ~ N(0,1).

2
Avec un seuil M = Spexp ((r — %) T+03\/T), on oublie 1 cas sur 750, et si
2
M = Syexp ((7" — %) T+a4ﬁ), 1 sur 31 500.

Quantiles de la loi normale centrée réduite

04
|

1/10
1.2815

1/20
1.6448

03

1/100
2.3263

1/1000
3.0902

1/10000
3.719

Comme le note FORSYTH & VETZAL (2006), en pratique, si o < 0.4 et 7' < 1 année,
alors M = 10K est un ordre de grandeur trés conservateur.

La Figure suivante montre la convergence vers le prix théorique de la formule de
BLACK & SCHOLES si 0 = 0.4 et T'= 1 année, lors que M = 0K, ou 6§ = 2,4,6 et 8.

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



10 RESOLUTION DES EDP ET DIFFERENCES FINIES 12].

Impact des bornes de prix [0,3K] Impact des bornes de prix [0,4K]
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Figure 65: Impact des bornes sur la valorisation.

10.18 Reésolution implicite de I’équation

Pour le schéma explicite, nous venons d’implémenter I’algorithme, soit sur I’équation de
la chaleur, soit sur ’équation de BLACK & SCHOLES directement. Le schéma converge &
condition que le pas de temps soit suffisement petit.

Les autres schémas (implicite, ou Crank Nicolson) font intervenir une résolution im-
plicite. Notons pour simplifier

2,2 92
oa Pyla,t) | Dgla,)

Ag(z,t) = 5 o o rg(x,t),
de telle sorte que I’équation de BLACK & SCHOLES devient
9g(x,1)
t) = =
Ag(z,t) 5

En discrétisant cet opérateur, i.e. [Agl;; on peut écrire, pour le schéma implicite,

Gij+1 — YGij
Aglign = ==,
[ g] ,J+1 At

et pour le schéma de Crank Nicolson (centré),

1 i1 — i
5 (Al + [Agliy) = 2L, (18)

Ces deux méthodes donnent alors respectivement
Gij+1 = Gij + At[al(gi*17.7.+1)7gi,j+1)+/8i(gi+1,j+1)—gi’j+1)—rgi

g+l
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pour le schéma implicite, et pour le schéma de Crank-Nicolson

9ij+1 = Yij
At
+ 7[ 1<gi_17j+1)_gi,j+1)+/6i(gi+1,j+1)7giyj+l)77‘gi,j+1]

At
510191900 +8:0041.0) g0 )1

En posant g; = (9o, 915>+ 9m,j), €t M la matrice tridiagonale, avec comme ligne
générique
My=At[0 .. 0 —oy (i+fBi+r) =0 0 .. 0]

Le systéme d’équations dans le schéma implicite s’écrit

I+ M]9j+1 =4g;
Pour le schéma de Crank-Nicoloson, le systéme d’équations’écrit

I+ M/2]g;,, = [I— M/2]g;.

10.19 Calcul des grecques par équations aux dérivées partielles

Rappelons que les grecques sont des sensibilités des prix d’options par rapport a une de
ses composantes.

Le p est la sensibilité par rapport au taux sans risque r. Rappelons que le prix d'un
call C' vérifie I’équation suivante

oc 1, ,0*C oC B
at+205852+7’385—r0—0,

avec une condition de bord de la forme.....

Une autre approche est d’utiliser une méthode de différence finie sur la valeur
numérique. Pour A = 9C/9S et I' = 9*C/9S?, rappelons que pour le call européen,
la fonction de payoff n’est pas dérivable a la monnaie (S = K). On pourrait s’attendre &
avoir numériquement une discontinuité en étudiant la différence finie au voisinage de K,
ce qui n’est pas le cas

10.20 Equations aux dérivées partielles pour les options “path-
dependent”

Comme nous ’avons vu, plusieurs options appartiennent a la vaste catégorie des options
dites “path-dependent”,

1 (7
e les calls dit average strike, de payoff max {SO -7 / Sydt, O},
0

1 /7
e les calls dit average rate, de payoff max {T/ Sidt — K, O},
0

e les calls dit lookback strike, de payoff max {max{S;,t € [0,T] — Sp,0}},
e les calls dit lookback rate, de payoff max { K’ — max{S;,t € [0,7]},0}.
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Calcul du Delta par équation aux dérivées partielles Calcul du Gamma par équation aux dérivées partielles
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Figure 66: Calcul du A et du I' pour un call européen.

1 /7
Notons que pour les premiers, la moyenne arithmétique T / S.dt peut étre remplacée
I '
par la moyenne géométrique, exp (T / log Stdt).
0

10.21 Cas particulier, les options sur moyenne

De maniére générale pour les options sur moyenne, étant donnée une fonction f : R x
[0,7] — R suffisamment réguliére, on note

It—/o f(Sy, u)du,

de telle sorte que f(s,t) = s corresponde a la moyenne arithmétique, et f(s,t) = logs a
la moyenne géométrique.
Si le prix de 'option européenne peut s’écrire (S, I,t), alors g(z, y, t) doit étre solution
de I'équation aux dérivées partielles
dg 1 , ,0% dg dg
2t ot 4 et =r(g—a ).
ot 27 " o2 fl@ )&y "\ s
Dans le cas des options strike call sur moyenne arithmétique, le payoff est St - g(R,T)
ou
(R, T) L QP l/tSd
,T)=max<1l——= 7% ot R, = — wdu,
g T t S, /,
ou ¢ vérifie '’équation aux dérivées partielles
dg 1 , 2629

o T 37 T g

avec des conditions de bords de la forme g(oo,t) = 0.

—l—(l—rx)% =0,
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10.22 Cas particulier, les options sur maximum

Dans le cas des options sur maximum (voire minimum), il est possible d’utiliser la méthode
présentée pour les options sur moyenne, en notant que

n

¢
max {|S,|,u € [0,¢]} = lim (/ |Su|”du)
n—oo 0

En notant que le prix est supposé toujours positif, on peut alors noter I,,; le processus
t
I+ :/ Sydu, et J,, = (Inn,t)l/".
0

Remarque 74. Pour les calculs formels sur les options sur minima ou mazxima, quelques
formules de calcul stochastiques sont utiles. Soit (Z;)i>0 un mouvement brownien arith-
métique, i.e. Zy = ut + Wy ot (Wy)i>0 un mouvement brownien standard. On note M, et
my respectivement le mazimum et le minimum du processus (Zi)i>o sur la période [0, 1],
1.€.
M; = sup {us + Wi} et my = inf {us+ Wi}.
s€[0,t] s€[0,t]

Enfin, on note 1, le premier temps d’atteinte du niveau h pour (Zy)i>o. Alors la loi jointe
de (Z;, M) admet pour densité

— _ )3 2
fvayt(x,y) = 2(2?;—\/% exp (—% -+ MUT — %t) . (19)

De maniére simulaire la loi jointe de (Z;, my) admet pour densité

Fzma(z,y) = 2(x2—\/_Tf§J) exp (_% — UT — %) (20)

On peut en déduire en particulier la loi du mazimum M,

) = | S esp (-5 —mesieune (<25

ot comme toujours ® désigne la fonction de répartition de la loi N'(0,1). Enfin, la loi du
temps d’arrét est donnée par

Foalie) = P exp (<2222, (22)

Pour tout complément, on pourra consulter KARATZAS & SHREVE (1991) ou BORODIN
& SALMINEN (1996).

A FAIRE...
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10.23 Pour aller plus loin sur 'utilisation des e.d.p.

Nous avons vu que trouver le prix d’un call ou d’un put dans le modéle de BLACK &
SCHOLES (1973) se ramenait a résoudre une équation parabolique de la chaleur, de la
forme

O®u(x,t)  Ou(x,t)
ox2 ot
pour lesquelles des méthodes simple d’éléments finis permettent d’obtenir facilement et
rapidement un prix.
Toutefois, dans certains cas, I’équation dégéne en un cas limite, celui des équations
hyperboliques,

Ou(x,t) iau(x, t)‘

ox ot

En particulier,
e dans les modéles a volatilité stochastique,
e dans les modéles de retour a la moyenne.

De plus, un autre probléme peut se poser pour certaines options (avec volatilité incer-
taine, ou les options passport): I’équation aux dérivées partielles devient nonlinéaire, et
la solution peut ne pas étre unique.

L’absence d’unicité de la solution est toujours génante d’un point de vue financier, et
on introduit alors la notion de solution de viscosité.

10.24 Cas des processus a sauts, et valorisation par e.d.p.

Supposons maintenant que le processus de diffusion sous-jacent n’est plus simplement un
mouvement brownien géométrique, mais qu’il y ait en plus un processus a sauts,

ds,
?t = vdt + odWi+(n — 1)dqy,
t
ou dg; est un processus de Poisson homogéne, de parameétre A, et o n — 1 correspond
a Pamplitude du saut (faisant passer de S; a nS; s’il y a un saut en ¢). On note f,( la
densité de la taille des sauts.

Exemple 75. S la taille des sauts augmente d’un facteur suivant une loi lognormale

I1 est alors possible de montrer que le prix d’'un produit contingent vérifie une équation
intégro-différentielle de la forme

0 t 0
% + Ag(, )\ / g(@2)f(2)dz =0, (23)
0
ou, pour ici, en notant k = E(n — 1),
o222 0?g(x,t) | 0Og(z,1)
Ag(z,t) = — a2 T (7‘*)\/@)1'7 = (r+A)g(z, 1),
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Les sauts empéchent toute couverture parfaite impossible.

ZHANG (1997) puis ANDERSEN & ANDREASEN (2000), et CONT & VOLTCHKOVA
(2003) ont proposé une méthode de calcul basé sur des différences finies. L’équation 23
devient, dans un schéma implicite

Bart s 4 g+ (3 [ gteaee] o
0 i,j

Le terme [Ag]| est certes différent du cas sans sauts, mais il reste facilement discétisable.
La principale difficulté est dans I’évaluation du troisiéme terme.

Faisons le changement de variable y = logz, et notons g, = g(exp(:)) et f,.(-) =
fn(exp(:)) exp(-), de telle sorte que

/O " g fy(2)dz = / gy 4 ) (s)ds = 1(y).

Cette derniére intégrale se calcule alors simplement par interpolation (e.g. par des

trapézes),
k/2

I(yi) ~ Z [g:)i+s[ Sl Ay
j=—k/2+1

En poursuivant un peu les calculs, on peut montrer que I'on se raméne a un systéme
matriciel de la forme suivante

(I+ AtA-\AtB)g; .1 = g, (24)

ou A est la discréation de A, et B de l'intégrale. Mais si A est une matrice relativement
creuse (elle est généralement composée de la diagonale et des deux premiéres surdiago-
nale), alors que B est beaucoup plus dense.

Une solution a prior: simpliste consiste & supposer que

de telle sorte que (24) peut se réécrire
(I+AtA)g;,, = g, +[\AtBlg;.

La matrice de gauche est alors suffisement creuse pour que les calculs ne soient pas
trop complexes.

Aussi surprenant que cela paraisse D’HALLUIN, FORSYTH & VETZAL (2005) ont
montré que ce schéma convergeait (sous des conditions pas trop fortes) vers la bonne
valeur.

Pour le schéma de Crank Nicolson, le systéme matriciel devient

At AAL At AAL

Au lieu de faire des calculs et des inversions de matrices relativement denses, des
méthodes de type itératives peuvent étre intéressantes ici.
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Pour calculer g;.,, on utilise g;, et a I'étape k + 1, on utilise g§+1> sous la forme
suivante (inspiré de I'approximation faite dans le cas implicite)

At ) At AAL ,
(]I+ 714) g§+1 = (]I — 714) g;+ 5 (Bg;? + ng) :

On a ici un algorithme de recherche de point fixe, qui converge trés rapidement. En
particulier, si € = gji1— gfﬂ, alors

AAE/2
k+1 < k
148 < ekl ( Ty /2)

En particulier, si A\At < 1, alors ||e¥TY|oo ~ [|€¥]|coAAEL/2.

11 Meéthodes de simulations dans le modéle de BLACK
& SCHOLES (1973)

11.1 Introduction aux méthode de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo sont particuliérement intéressante pour calculer des aires,
des volumes, ou plus généralement des intégrales.

e Méthode déterministe de calcul d’aire, de volume ou d’intégrale

On cherche & évaluer un volume V dans R?, & l'aide n points. L’idée est d’entourer
le volume par une boite. Si n = k% pour un entier k, cela signifie qu’on peut considérer
une grille de R? ayant k& points de chaque coté. Formellement, si V € [a,b], pour tout
dimension ¢, on considére une partition homogéne de 'intervalle [a;, b;], i.e. des points
zij=a;+(j—1)(b; —a;)/(k—1), pour j =1,... k.

Une approximation du volume sera alors

V(V) ~ (H(bl — CLZ)) X % X Z 1((.3517]'1, ---;md,jk> € V) = Vn(V),

J1ye-da€{1,....k}

c’est a dire que I'on compte combien de points appartiennent au volume.
Notons que si L(V) est la longueur du contour du volume, en dimension 2, alors il est
possible de montrer que
L(Y) _ L(V)

V. v < 52 = T

Aussi a n fixé, la vitesse de convergence va décroitre avec la dimension d, c’est a dire
que Lerreur est en O(1/n'/%).

Exemple 76. On cherche ici a approcher le volume de la sphére unité en dimension 2 et
3. La Figure ci dessous montre l’évolution de [’approximation en fonction de n.

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



128

METHODES DE SIMULATIONS DANS LE MODELE DE BLACK & SCHOLES (1973)

11

=400)

Calcul d'aire approche déterministe (n:

=25)

Calcul d'aire approche déterministe (n:

00 6.476-6-6-0-4-

.

oT

S0

oo

S0-

01—

1.0

05

0.0

-1.0

10

05

0

-05

-1.0

Figure 67: Calcul d’aires, méthode déterministe, n = 25, 400.
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Figure 68: Calcul d’aires, méthode déterministe, dimension 2 et 3.
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Méthode déterministe de calcul d'intégrale (n=5) Méthode déterministe de calcul d'intégrale (n=20)
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Figure 69: Calcul d’intégrales, méthode déterministe.

Ce dernier exemple, basé sur la boule unité, peut se généraliser en terme de calcul
d’intégrales (simples ou multiples).
Pour les textcolor blue intégrales simples, supposons que l'on cherche a calculer

/ h(u)du ou h est une fonction suffisamment réguliére. En reprenant la construction
[071

de l'intégrale de Rieman, une premiére idée est d’approcher la fonction par des fonctions

en escalier. Aussi,
h(uw)du ~ — X h|=
/[071] ( ) Z n (n

j=1

ot les termes de la somme sont les aires des petits rectangles élémentaires, de largeur 1/n
(on partitionne 0,1 en n points), et de taille la valeur de la fonction a droite, i.e. h(j/n)
pour le jéme rectangle.
En dimension supérieure, on cherche a calculer un volume / h(u)du. La aussi,
[0,1]¢
si n = k% on subdivisionne chacun des cotés du carré unité, et on considére comme

approximation
N (d
h(uw)du ~ - h{=,...,=—].
/[0,1}d () Z }(k) - (k’ ’k)

Jtreeda€{lok

L’erreur commise en approchant h par une fonction en escalier peut étre quantifier
a ’aide de la formule de Taylor. Dans le cas qui nous intéresse, sur un petit intervalle
[(i — 1)/n,i/n], on note que 'on peut majorer l'erreur simplement,
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Erreur d"approxmation pour le calcul d'intégrale

/( h(u)du — Ef(z/n)

i—1)/n ) .
< — || =
< ool e

olt || - || désigne

la norme-sup sur [0, 1]

T
0.55 0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85

En sommant ces petites erreurs, on obtient alors que

/Olh(u)du—zn:%xh(%)

J=1

1
< — 1 ls.
< lIf

Notons qu’en utilisant la méthode des trapéze (interpolation linéaire), on aurait
améliorer la précision, avec une majoration de la forme

1

<
— 12n?

1
/ h(u)du — I, 17 e
0

et par la méthode de Simpson (interpolation polynomiale - de degré 2)

1

<
— 180n4

1F oo

/0 1 h(w)du — I,

En dimension supérieure, on s’intéresse dans un premier temps au calcul d’intégrales de
la forme h(u)du. Dans ce cas, l'idée est toujours la méme: discrétiser uniformément
[0,1]¢
[0, 1]¢ et sommer des petits volumes élémentaires.
Dans ce cas, on peut aussi simplement majorer I'erreur. Sur un petit hypercube de
longueur h = 1/k = n~'/? on majore 'erreur faite par la pyramide de base ’hypercube,
et de hauteur h||0?f| . Aussi, par sommation, on en déduit que

/[o,l]d hu)du — Y (%)d < h (%%)

J1yesdd

1
< nh )0 f oo = 510" flloc-

Cette méthode est bien entendu loin d’étre optimale, mais notons qu’un calcul rapide

nous donne le méme ordre de grandeur qui pour le calcul du volume dans I'introduction,
O(n=9).
En fait, la principale difficultée des intégrales multiples n’est pas le calcul de

/ h(u)du, mais d’avantage d’intégrales / h(uw)du ot V est un volume plus général
[0,1] 1%
qu'un cube en dimension d (le simplexe, une sphére, la boule unité, un tore...). La prin-

cipale difficulté sera de paramétrer correctement le volume.
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Méthode déterministe de calcul d'intégrale - erreur Calcul de I'aire, méthode déterministe
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Figure 71: Calcul d’une intégrale double, approche déterministe.
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Calcul d'aire approche par simulations (n=25) Calcul d'aire approche par simulations (n=400)
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Figure 72: Calcul d’aires, méthode par simulations, n = 25, 400.

e La méthode de Monte Carlo pour calculer des intégrales

Pour reprendre I'exemple du calcul du volume, une fois fixée I'hyperbue [a,b] qui
englobe le volume, au lieu de prendre les points sur une grille uniforme, on peut en tirer
n au hasard, uniformément et indépendamment, dans ’hypercube.

Une approximation du volume sera alors

d

V(V) ~ (H(bl — ai)> X % X 2": 1(X,; €V) =V, (V),

=1

c’est a dire que 'on compte la aussi combien de points appartiennent au volume.
Notons que la le fait que X,; appartienne au volume ) suit une loi binomiale, de
probabilité p,
Viy)
d

[T —a)

=1

p=P(X V)=

On en déduit alors que E(V,(V)) = V(V), et que, par indépendance entre les tirages,

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



11 METHODES DE SIMULATIONS DANS LE MODELE DE BLACK & SCHOLES (1973) 133

Calcul de I'aire, méthode par simulations (d=2) Calcul du volume, méthode par simulations (d=3)
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Figure 73: Calcul d’aires, méthode par simulation, dimension 2 et 3.

La aussi, le calcul d’intégrales (simples ou multiples) peut se faire a I'aide de simula-
tions. En effet, f[o 1 h(u)du peut se voir comme une espérance,

/ h(u)du = E(W(U)) ot U ~ U([0,1]),
[0,1]
et plus généralement, pour une intégrale multiple
/ h(u)du = E(h(U)) ou U est a composante i.i.d, avec U; ~ U([0, 1]).
[0,1]

Une approximation naturelle découle immédiatement de la loi des grands nombres: si
on peut générer n x d variables uniformes sur [0, 1] indépendantes, alors

> (U B EGD))

De plus, si on pose

1 — n ] — 1
== hU;) et V; = =3 WU - (=) h(U;
S, 3 (U;) et V- 01|02 (U;) > (U,) ,

alors grace au théoréme central limite,
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Méthode par Monte Carlo de calcul d'intégrale (n=5) Méthode par Monte Carlo de calcul d'intégrale (n=20)
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Figure 74: Calcul d’intégrales, méthode de Monte Carlo.

On en déduit alors un intevalle de confiance au niveu « € [0, 1] pour E(h(U),

ulfa/ZVn
Jn

L’erreur est alors proportionnelle a Pécart-type, i.e. O(1/y/n). En particulier la
dimension n’intervient pas ici - en théorie car en réalité elle intervient dans la constante !

|:Sn:l: :| N ou Ul_a/gzq)il(l—@/Q).

Exemple 77. La Figure suivante montre [’approzimation du volume de la sphére unité
en dimension 2 et 3.
e Introduction a la méthode de Monte Carlo par Chaine de Markov

L’idée n’est plus ici de simuler forcément des X; indépendants et identiquement dis-
tribué (suivant une loi uniforme), mais de simuler une chaine de Markov (X;)en dont la
mesure invariante est la loi uniforme sur [0, 1].

D’apres le théoréme ergodique, si ... alors

1 n
— E Xt 5 E(X) lorsque n — oc.
n

i=1

e Pour aller plus loin, la notion de Quasi Monte Carlo

Au lieu de considérer un découpage déterministe de pas 1/n, ou aléatoire (avec ou non
indépendance), une autre méthode peut étre de générer une suite, qui n’oblige pas, si 'on
souhaite rajouter des simulations, & tout recalculer (comme dans I’approche déterministe).
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Calcul de l'aire, méthode de Monte Carlo

o

-

o |

o

)

S T R
S
R e === N

R e s AR i IR e

~

o

© _|

o

w |

o

T T
(0] 200 400

T T T
600 800 1000

Nombre de subdivisions

Approxmiation d'un intégrale double - approche par simulations

0.8 1.0

0.6

0.4
— . o
—ee
—l
—e
o
=3
—
o

0.2
o
=

]
=3
>

Figure 76: Calcul d'une intégrale double, approche par Monte Carlo.
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Aire du disque unité

Calcul d'aire approche par MCMC (n=25) Calcul d'aire approche par MCMC (n=400)
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Figure 77: Calcul d’aire, méthode par MCMC, n = 25, 400.
Calcul de I'aire, méthode par MCMC (d=2) Calcul du volume, méthode MCMC (d=3)
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Figure 78: Calcul d’aires, méthode par MCMC, dimension 2 et 3.
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L’idée est d’utiliser la décomposition en base p d’un entier: soit k£ un entier et ag, ay,...
o, sa composition p-addique, i.e.

k=ag+ap+..+a.p" oul<a; <ppourtout i =0,1,...,7. (25)

La suite de Van der Corput en base p est la suite définie par

) (678
Uy = — + ... m—
p p

Exemple 78. En base 2, on a

o 1
o k=1, qui s’écrit 1 en base 2, et u; = 5

k=2 , s’écrit 10, et u ——1+—0——1
[ ] Ul S ecr
7q ? T ) 2 22 2 1?
k=3 . s’écrit 11, et = —= —1——3
° qui s’écri u +
’ ’ 3 22 2 47

1 0 1
o k=4, qui s’écrit 100, et uy = =+ =+ = = —,
qui s’écri ctus=gstmt =g
1 0 0 1 25
k=19 , s’écrit 10011, et w19 = —4+ =+ =+ =+ == —
° , qu s’ecry , et uy 25+24+23+22+2 39’
La suite de Halton est obtenue en dimension 2 en prenant pour la premiére com-
posante la suite de Van der Corput de base 2, et de base 3 pour la seconde. Plus généra-
ment, en dimension d, on prend comme bases respectives les d premiers nombres premiers

(2,3,5,7,11, ....)

Remarque 79. Ces suites ne sont pas aléatoires, mais purement déterministes: on ne
peut invoquer de théoreme central limite pour avoir un intervalle de confiance.

A propos des méthodes de quasi-monte carlo, ZAREMBA (1968) notait fort justement
“the proper justification of normal practice of Monte Carlo integration must not be based
on the randomness of the procedure, which is spurious, but on the equidispersion properties
of the sets of points at which the integrand values are computed”.

11.2 Meéthodes de simulation en finance ?

Les méthodes de Monte Carlo sont relativement intéressantes car elles permettent de
modéliser, a priori, des produits relativement complexes. De maniére générale, rappelons
que le prix d’une option de maturité T, a la date 0 s’écrit

Q(ST)) :

Vo = BE | 8222
0 0 (BT

o (By) est le facteur d’actualisation, ou le numéraire. En particulier, il est possible
d’étendre le modeéle de BLACK & SCHOLES (1973) (ou 7 est un taux constant) & un taux
stochastique (LIBOR par exemple).

La base des techniques de simulation est la loi forte des grands nombres, afin d’estimer
une espérance. Si Xy, ..., X,, sont des réalisations indépendantes,

1< 5.
=3 X B E(X),
n =1
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Construction de la suite de Halton, en dimension 2

Construction de la suite de Van der Corput
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Figure 80: Calcul d’aire, méthode par quasi-monte carlo, n = 25, 400.
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Calcul de I'aire, méthode par QMC (d=2) Calcul du volume, méthode quasi monte carlo (d=3)
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Figure 81: Calcul d’aires, méthode par quasi-monte carlo, dimension 2 et 3.

et plus généralement, pour toute fonction g..
1 5.
To= = 37 g(X0) " E(g(X).
i=1

Le théoréme central limite permet quant a lui d’avoir une idée de la qualité de
I'approximation. Si g(X) est de variance finie, alors

Vi (% > (X)) - E(g(X») £ N0, Var(g(X))).

En particulier aprés n simulations, cette premiére approximation permet d’obtenir un
intervalle de confiance de la forme

ol U _q/2 désigne le quantile de la loi normale centrée réduite de niveau a/2. Notons que
si Var(g(X) est a priori inconnue, il est possible d’obtenir un estimateur sous la forme

2
1< 1<
2 2
S, = — Xz — — Xl R
n n;f() <n;ﬂ 0
Notons d’ailleurs que cette approximation rajoute une nouvelle source d’erreur, et ce

d’autant plus que les deux estimations ne sont pas forcément indépendantes.

Exemple 80. Comme le notait FISHMAN (1995), si g(X) ~ B(p), alors corr(I,,s?) — 0
quand n — oo si p = 1/2, mais si p € [0,1/2[, corr(l,,s?) — —1, et si p €]1/2,1],
corr(I,,s%) — 1.
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11.3 Meéthodes de simulation

De maniére générale, la simulation de variables aléatoires (quelconques) repose sur la
simulation de variables uniformément distribuées sur [0, 1]. Ce sera en particulier le cas
pour la méthode dite d’inversion. De fagon plus générale, on peut noter le résultat suivant,
que l'on peut trouver dans BOULEAU (1986).

Lemme 81. Pour tout vecteur aléatoire X de R?, il existe 1) : R™ — R presque sirement
continue telle que X =5 ¥ (Uy,...,U,) ou Uy, ..., U, sont indépendantes et de méme loi

Uni(0,1).

Il est possible que n soit ici infini. De plus, 'hypothése centrale est que les U; soient
indépendants, puiqu’ils peuvent suivre une autre loi que la loi uniforme.

Exemple 82. Si (u) = — (logu) /A, alors ¢ (U) suit une loi exponentielle de paramétre

A St (ug,ug) = /(—2loguy) cos (2mus), alors ¢ (Uy, Us) suit une loi normale centrée
réduite. Si ) (uy,...,uy) = >0 L(U; < p), alors ¢ (Uy, ..., U,) suit une loi binomiale de
parameétres n et p.

Proposition 83. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires, de loi uniforme sur le
disque unité S = {(z,y) a2y < 1}. Notons R et © les coordonnées polaires associées
a(X,Y), i.e. X =RcosO etY = Rsin®. Notons T = +/—4log R, alors U =T cos© et
V = Tsin© sont indépendantes, et de méme loi Nor (0,1).

Proof. Considérons le changement de variables permettant de passer des coordonnées
cartésiennes aux données polaires,

qZ5_{5\{]0,1[><{0}} — 10, 1[ x 0, 27|
’ (z,y) — (r,0)

et
¢—1 . { ]07 1[ X ]0727T[ - S\ {]07 1[ X {0}}
’ (r,0) +— (x,y) = (rcosf,rsind),

avec pour jacobien Jy-1 = r. La densité du couple (R, ©) est alors donnée par
1 ) r .
g (r,0) = =Is (rcosf,rsinf)r = —Is (rcosf,rsind),
T i

dont les lois marginales sont respectivement

1
g(r)=2rlp.(r) et g(0) = %]I]Ogﬂ[ 0) .

On en déduit alors que R et © sont indépendantes, R étant de loi triangulaire sur |0, 1],
et © de loi uniforme sur |0, 27[. La loi de T est alors donnée par P[T" < ¢] = 0 pour ¢ < 0,
et sinon,

P[T <t = P[\/Togfigt]
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ou G est la fonction de répartition de R. D’ou la densité de T,

2

t
t— teXp (—5) ]I}O,+oo[ (t) .

Déterminons pour conclure la densité du couples (U, V'), obtenu par le changement de

variable
o { el xI0 L B0 ool x 0)
' (t,0) — (u,v) = (tcos, tsinh)

En notant que 1 restreint a |0, 1[ x ]0, 27| coincide avec ¢!, on en déduit que

1 1 1
Jd},l: = — =

Jo-1 (t(u,0),0 (u,0))  t Ju2 02

d’on finalement la densité du couple (U, V),

F(u.0) 1 1 g u? + v?
u,v = ——VU Ve ex —
’ \/u2—|—1)227T P 2

oo (5) e (-3)
= —exp|—— ) —exp|—— ],
or P 2 or P 2

c’est-a-dire que les variables U et V' sont indépendantes, de loi normale centrée réduite. [

L’utilisation de cette propriété permet d’obtenir 1'algorithme polaire, permettant de
simuler un vecteur gaussien centré, réduit et indépendant, en notant que

7 C2logR* T ; U=Tcos®=27-X
N R TR\ V=Tsme=2.Y

La premiére étape permettant de simuler la loi uniforme sur le disque unité. Toutefois,
la méthode la plus utilisée pour simuler une loi gaussienne n’est pas celle-ci, et repose sur
une programmation légérement différente du résultat précédant. En effet, il est possi-
ble de simuler non pas le couple (X,Y’), mais le couple (7,0), qui sont deux variables
indépendantes,

A partir de la simulation d’un vecteur de variables aléatoires indépendantes de loi
Nor (0,1), il est possible de se ramener a des lois gaussiennes N or (i, 0?), en posant
Y =0cX+poupu€Reto>0 et X~ Nor(0,1). Comme on peut le noter sur les
graphiques de la Figure 77 | 4 est un paramétre de localisation, et o est un paramétre
d’épaisseur des queues.

Dans le cas du modeéle de BLACK & SCHOLES (1973), il s’agit de simuler la solution
de I'équation dS; = rS,dt + oS, dW;, avec Xy = x. On sait qu’a la date t,

2

o
Sy = Sy exp (rt — ?t + aWt> , ou Wy ~ N(0,1).
On simule alors la trajectoire du mouvement brownien par VAt Y " | &;, et on considére

2 n
S, = Spexp ({r— %1 nAt—l-\/AtZai) , ou W, ~ N(0,1).
i=1
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Figure 82: Calcul du prix d’un call européen en utilisant la propriété de loi log-normale
du prix du sous-jacent, sous la probabilité risque neutre.

11.4 Simulation d’un processus

Plusieurs méthodes peuvent étre utilisées pour simuler un processus (.S;)¢cjo,r7, & différentes
dates to =0 S tl S tQ S S tn—l S tn.

1. si on connait les lois conditionnelles (e.g. processus Markovien) on simule S;,, puis
Sty |Sty, puis Sty |St,, Sty ---€tc,

2. si on connait les lois fini-dimensionnelles (e.g. processus Gaussien), on simule le

vecteur S = (S;,, Sy, -, St,,),

3. si l'on souhaite simuler & des dates intermédiaires, on utilise des propriétés de pont
brownien, ot l'on simule Sy, puis S;,|S;,, la date terminale. On peut alors simuler
a une date intermédiaire S¢|Sy,, St,, et plus généralement, sachant S;, et Sy, , il est
possible de connaitre Sy, |S;,, Sy, , pour tout i < j < k.

11.5 Simulation d’une diffusion continue

De fagon générale, une solution numérique de I’équation
dX; = a(X;)dt + b(X;)dW; pour tout t € [0,T], (26)

est un processus (Xt(n))te[O,T] qui approche suffisement (X})(o.71 solution de I'équation (20).
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Prix d'un call européen (Black-Scholes), 500 simulations Prix d'un call européen, valeurs relatives

40 60 80 100
] ] ]

20
I

PRix du sous-jacent PRix du sous-jacent

Figure 83: Calcul du prix d’un call européen, en fonction du prix du sous-jacent.

Simulation du mouvement brownien Simulation du mouvement brownien

0.0 02 04 0.6 08 10 00 02 04 06 08 10

Figure 84: Simulation du mouvement brownien, pas de temps 1/10 ou 1/1000 .
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Une telle solution est caractérisée par une partition 7, de [0, 7],
T, {0=th<ti<te<..<tp1<t,=T}

dont la maille est
(Sn = max [tl — tifl].
i=1,..,n
On évalue alors (Xt("))te[oj] au point de la partition ¢;, et une certaine liberté est laissée sur
les intervalles [t;,¢;.1). On peut alors considérer une valeur constante, ou une interpolation
linaire.

Approximation d'Euler du mouvement Brownien - n = 20 Approximation d'Euler du mouvement Brownien - n = 100

1.2
1.2

1.0
1.0

0.6
1
0.6 0.8
1

0.4
L
0.4

0.2

0.0
0.0

00 02 04 06 08 10 0.0 0.2 04 0.6 08 10

Figure 85: Schéma d’Euler, function en escaliers, n = 20, et n = 100.

On a alors le schéma itératif suivant, en notant A, =¢;, — ¢, et AW =W,, — W,
[ ] X(gn) = Xo,
X5 = X§ + a(X§7) - A+ b(XE) - AW,

i—1)

[ ]
o X = XM 4 a(XIM) Ay +b(XT) - AW
to ty t1 2 th 2V,

e ...

XM= x4 a(XM) - A+ b(XI ) AW
i ti ti—1 + a( ti—l) 1 + ( ti—l) 1 )
e ...
o X = X" a(X™ )AL +b(X™ ) AW

Le plus simple est de prendre une partition de maille constante, 6, = T /n.
Afin de quantifier la qualité de I’ajustement, on peut introduire

e5(0,) = E| X7 (w) — X5 (w)].
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Approximation d'Euler du mouvement Brownien - n = 20 Approximation d'Euler du mouvement Brownien - n = 100

1.0

0.6 0.8

0.4
1

0.2

0.0

Figure 86: Schéma d’Euler, interpolation linéaire, n = 20, et n = 100.

Définition 84. Le processus (Xt(”))te[Qﬂ est une solution forte de l’équation (20) si et
seulement si
es(6,) — 0 quand 6,, — 0.

Une notion plus faible est basée sur I’étude des moments,
euw(6,) = |Ef (Xr(w)) — Ef (X} (@))].

Définition 85. Le processus (Xt("))te[o,;p] est une solution faible de ’équation (20) si et
seulement si
ew(0n) — 0 quand &, — 0.

Un indice permet de plus de quantifier la vitesse de convergence de I'approximation.

Définition 86. Le processus (Xt("))te[oj] converge vers (X¢)cpm @ Uordre v > 0 de
Uéquation (20) si et seulement si il existe k > 0 telle que

es(0n) < KO) ou e,(d,) < KO

Proposition 87. L’approximation d’Euler a pas constant converge fortement a [’ordre
v =1/2, et faiblement & l’ordre -y = 1.

Notons qu'’il existe d’autres approximations, qui convergent plus vite. Rappelons que
I’équation différentielle stochastique peut se réécrire

t t
X: = Xo +/ a(Xs)ds + / b(Xs)dWs pour t € [0,T].
0 0
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Aux points ¢; de la partition 7,,, on peut réécrire
ti t;
Xi, =Xy, +/ a(Xs)ds +/ b(Xs)dW, pour i =1,...,n.
ti_1 ti—1
Dans 'approximation d’Euler, on discrétisait les intégrales sous la forme

ti t;
/ a(X,)ds ~ a(Xy, A ot / b(X.)dW,s ~ b(X,, ATV,
ti—1 ti—1

puis on remplagait X;, par Xt(f), ce qui donnait I'algorithme itératif

Xt(zn) — Xt(:l)

—1

Fa(XM ) A b)) - AW

L’idée de I'approximation de Milstein est d’utiliser les formules de Taylor et d’Ito,
appliquées a a(Xy) et a b(X;), et d’écrire la différence X;, — X;, | sous la forme

th‘ - Xti—l

= [ (e [ [enon) s e are [ aonon)an,)

[ (s [ apron) s oo e [ acouam, ) avs

- a(Xti—1)Ai + b(Xti—1)AiW + th‘ﬂfi—l?

t; s
Ry | = / { / bb’dBy] dB, + Ry, ..
ti—1 ti—1

Notons que ce premier terme peut s’approcher par

tz S
b(th—1)b/(th_1)/ |:/ dBy:| dBS
ti—1 ti—1

ou

Le calcul de I'intégrale double se fait alors de la fagon suivante: rappelons tout d’abord

que
ti ti
/ (dWS)Q = / ds = Ai)
ti1 ti—1

t; 2 t; ti
( / dWs> = / ( / dWy> AW, = (A W),
ti—1 ti—1 ti—1

et que

Cette derniére intégrale se réécrit alors

t; s t; t; t;
/ ( / dWy) AW, + / < / dWy) AW, + / (dW,)?2
ti—1 ti—1 ti—1 s ti—1

c’est a dire, tout simplement

t; S
2 / ( / dWy) AW, + A,
ti—1 ti—1
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c’est a dire, en combinant les deux termes que
1
Rti,ti—l ~ ib(Xti—1)b,(Xti—1)[(Aiw)2 - Al] + Rti,ti—l'

Sous des conditions de régularités des fonctions a(-) et b(-), il est alors possible de
montrer que le reste Ry, ;, , est néglieable par rapport a I'expression de gauche.
On a alors le schéma itératif suivant, en notant A; =t;, —t;,_1 et AW =W,, — W,

[ ] Xén) == Xo,

1—17

e ...
o X\ =X ra(XM) A+ b(X) - AW+ 10X (X )[(AW)? = Al
e ...

Proposition 88. L’approximation de Milstein a pas constant converge fortement a l’ordre
v =1
A partir de 14, on en déduit 'algorithme suivant pour simuler le prix d’une option,
1. Pour k£ =1,..., N, on simule St , solution de dS; = rS;dt + ¢ S;dW,, i.e.
o2
St:S()eXp ,LL—7 t‘i‘O’Wt

2
soit S(k) < exp (Soexp ({,u — %} t+ cr\/z_fN)), ou N ~ N(0,1),
2. Pour chaque scénario k on détermine le payoff, V(Sy, T)(k) «— V(S(k),T),
3. On détermine alors I’espérance (risque neutre) associée
N
A 1
E(V(S7.7)) < kz_: V(Sr,T)(k)

1

4. Enfin, la valeur actualisée V < e "TE(V(Sy, T)) est le prix en 0 de I'option.

11.6 Simulation du mouvement brownien...

Un autre code est possible en utilisant la discrétisation de Milstein.
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Valeur d’un call européen, Monte Carlo classique

Valeur du call européen
05 11.0 115 120

10.0

9.5

T T T T T
o 2000 4000 6000 8000 10000

Nombre de simulations

Figure 87: Valeur d’un call européen, méthode de Monte Carlo classique.

Erreur de discrétisation, E(IX(T)-Y(T)|), Schéma d'Euler Erreur de discrétisation, E(]X(T)-Y(T)|), Schéma de Milstein
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Figure 88: Erreur de discrétisation, en fonction du nombre de subdivisions (2”2 pour
n=1,2,...,6) pour le schéma d’Euler et de Millstein.
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Erreur de discrétisation, [E(X(T)=Y(T))|, Schéma d'Euler Erreur de discrétisation, [E(X(T)-Y(T))|, Schéma de Milstein
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Figure 89: Erreur de discrétisation, en fonction du nombre de subdivisions (2""2 pour
n=1,2,...,6) pour le schéma d’Euler et de Millstein.

Densité d'un mouvement brownien géométrique Mouvement brownien géomeétrique

0.08
]

0.06
1

Figure 90: Mouvement brownien géométrique.
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Densité d'un processus d'Ornstein-Uhlenbeck Processus d'Omstein-Unlenbeck

0.10
]

0.05
]

0.00
1

Figure 91: Processus d’Ornstein-Uhlenbeck.

11.7 Simulation d’un processus a saut, le processus de Poisson
Un processus de Poisson (NV;);>o d’intensité A est un processus de comptage, tel que

o Ny=0,

e (N;)i>0 est & accroissements indépendants,

e Ny, — N, suit un loi de Poisson de paramétre \h

Si on définie les durées entre les sauts, (X,)nen, et la date d’arrivée du niéme saut
T, = X; + ... + X,,, on peut montrer simplement que les durées entre sauts (X,,) sont
indépendantes, et suivent des loi exponentielle de parameétre 1/\. Aussi, T, suit un loi
Gamma de paramétres n et 1/,

En changeant la hauteur des sauts, et en la prenant aléatoire, on peut ainsi simuler
un processus de Poisson composé. En en combinant & ce processus a saut une diffusion
brownienne, on peut alors simuler un processus de Lévy.

11.8 Simulation pour options path-dependent, premiére approche

Considérons le cas d’une option a barriére up and out.

GOLDMAN, M.B., SosiN, H.B. & GarTo, M.A. (1979). Path Dependent Options:
“Buy at the Low, Sell at the High” . The Journal of Finance, 34, 1111-1127.

Un second example ot il est possible de visualiser 'impact de la méthode retenue pour
discrétiser le processus est celui d’options lookback. En particulier (GOLDMAN, SOSIN &
GATTO (1979)) l'algorithme suivant permet de valoriser un call européen, dont le payoff
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Simulation d'un processus de Poisson Simulation d'un processus de Paisson composé Simulation d'un processus de processus de Lévy
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Figure 92: Simulations de processus a sauts.

Prix de l'option & barriére (10 000 trajectoires) Prix de 'option sur maximum (10 000 trajectoires)
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Figure 93: Calcul du prix d’une option up-and-out, et fized strike lookback option)
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est la différence entre le strike (K fixé) et non plus S7 mais la valeur maximale atteinte
entre 0 et 7.

11.9 Options lookback

Option up and out - pas de temps 1/20 Option up and out - pas de temps 1/200
n n
© ] © |
o o
¢ | ¢
n n
0 | v
o | o |
n n
T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
Nombre de simulations Nombre de simulations

Figure 94: Pricing d'un call up and out, a barriére, a ’aide de méthodes de Monte Carlo,
pour un pas de 7'/20 a gauche, et un pas de 7'/200 a droite.

La Figure souivante permet de visaliser l'impact de la volatilité o et en fonction de la
maturité 7', pour un pas de temps en 7'/20 en haut, et 7//100 en bas. Chaque point est
obtenu avec 25 000 simulations.

11.10 Simulation d’un vecteur aléatoire

Soit X = (X3,..., X4) un vecteur aléatoire, de fonction de répartition F, i.e. F(x) =
P(X < ). D’aprés le théoréme de Sklar, si les lois marginales de X sont a densité, il
existe une unique copule C telle que

F(Ih ..7]3(1) = C(F1($1)7 ERED) Fd(xd)7
ou Fj est la iéme loi marginale, i.e. Fj(x;) = P(X; < z).
De ce résultat, on peut noter que

£

(X1, Xg) = (FTHUY), ..., BN (U)),

ou U = (Uy,...,Uy) a pour fonction de répartition C'.

Afin de simuler un copule, rappelons que 'algorithme de base pour simuler un vecteur
aléatoire est basé sur la simulation de loi conditionnelle. En dimension 2, soit (X,Y’) un
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Erreur de discrétisation (Euler), avec dt=T/20 Erreur de discrétisation (Millstein), avec dt=T/20

Figure 95: Erreur de discrétisation, option fized strike lookback option avec le schéma
d’Euler & gauche, et de Millstein a droite.

Erreur de discrétisation (Euler), avec dt=T/100 Erreur de discrétisation (Millstein), avec dt=T/100

Figure 96: Erreur de discrétisation, option fized strike lookback option avec le schéma
d’Euler a gauche, et de Millstein a droite.
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couple aléatoire, de lois marginales F'x et Fy, de fonction de répartition (jointe) Fxy et
de copule C. Siy — P (X < z|Y = y) est continue a droite, alors

P(X <ol =)
= }llirr(l)IP’(ng|y§Y<y+h)
~ lim Fxy (z,y +h) — Fxy (z,9)

=0 Fy (y+h)—Fy(y)
C(Fx(z),Fy (y+h)) = C(Fx (v), Fy (v))

- Fy (y+h) — Fy (y)
_ i CEX (@) By (y) + 9 (. 1) = C (Fx (2), Fy (y))
h=0 ¢ (y,h)

ou ¢ (y,h) =Fy (y+h) — Fy (y) — 0 pour tout y, lorsque h — 0, étant donné que Fy
est continue. Aussi,

PX <al¥ =) = 0 (Fx (), Fy (1) (27)

Si U = (Uy,..,Uy) admet pour fonction de répartition C, alors I'algorithme suivant
permet de générer un tel vecteur

e simuler U; uniformément sur [0, 1],
uy <— Random,,
e simuler Us from the conditional distribution 0,C'(+|uy),
uy + [0,0(-|u;)] " (Randomy),
e simuler Uy from the conditional distribution 0yC'(-|uy, ..., ux—1),
ug — [01...0,1C(|uy, ..., up_1)] " (Randomy,),

...etc, oul les Random;’ sont des appels indépendants de la fonction Random.

Exemple 89. Pour simuler la copule de Clayton C(u,v) = (u=% +v=0 — 1)V on tire
U et W avec deuz appels indépendants de la fonction Random, et on pose

V = (W*9/(0+1) xuf — 1)*1/9 _

Exemple 90. Pour  simuler la  copule de  Frank, C(u,v) =

1 (e7% —1)(e7% —1) , .y

glog 1+ (e —1) ,oon tire U et W avec deux appels indépendants de
6 J—

la fonction Random, et on pose

B 1 (6_0 _ 1)3 e—@u
V= 510g ( e —1 ((eaU— 1) x W) +1)
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Figure 97: Simulation of the independent copula.
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Figure 98: Simulation of the comontone copula.
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Figure 99: Simulation of the contercomonotone copula.
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Figure 100: Simulation of the Gaussian copula.
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Figure 101: Simulation of Clayton’s copula.
o o
g S
o o
o o
N o~
o o
r T T T T 1 r T T T T 1
0.0 0.2 04 06 038 1.0 00 02 04 06 08 10
Distribution de U Distribution de V
— <« -
«©
< o~
< o
=
o
- 1
o
o 3 T
0.0 0.2 04 06 038 1.0 4
Uniform margins Standard Gaussian margins

Figure 102: Simulation of Clayton’s survival copula.

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



11 METHODES DE SIMULATIONS DANS LE MODELE DE BLACK & SCHOLES (1973) 158

Appels de fonctions random indépendants Densité empirique de {X1,....Xn}
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Figure 103: Simulation de variables indépendantes, par copules.

Pour générer une copule Archimédienne, C'(u,v) = ¢~ (é(u) + ¢(v)), ot ¢ est décrois-
sante convexe, s’annulant en 1, GENEST & MACKAY (1986), GENEST (1987) et LEE
(1993) on proposé différentes algorithme.

Notons que lors de simulations d'un vecteur indépendant en dimension 2, plusieurs
techniques peuvent étre utilisées.

e faire des appels indépendants de fonctions randoms, U et V/, puis poser X = F'y YU)
et Y = F'(V),

e faire des appels indépendants de fonctions randoms, et prendre les rangs: X =
Fy'(rang(U)/(n+1)) et Y = Fy' (rang(U)/(n + 1),

La figure suivante montre la réalisation de 100 simulations de paires, et 'impact sur
la densité de X, lorsque Fy = ®.

e la méthode Latin hypercube,

Il s’agit d’'une méthode intermédiaire entre les deux méthodes précédantes. L’idée est
de paver le carré unité [0,1] x [0,1] en petits carrés, puis de tirer indépendement des
variables indépendantes dans chaque carré.

Dans le cas des 100 simulations, on découpe le carré unité en 52 = 25 petits carrés de
longueur 1/5, et dans chaque carré, on tire au hasard 4 points.

11.11 Simulation de processus corrélés

Le processus de base étant le mouvement brownien, la premiére étape est donc de savoir
simuler un mouvement brownien.

La corrélation p est, théoriquement, la corrélation instantannée entre dW}! et dW?, au
sens ot corr(dW},dW?) = p, ou plus proprement, d < W' W? >,= pdt. L’interprétation
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Figure 104: Intérét des rangs lors de simulations.
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Figure 105: La méthode du latin hypercube.
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en terme de simulations est alors claire: les incréments sont corrélés, avec une corrélation
p. En fait, on peut montrer qu’alors, plus générallement, pour tout s < t,

corr(W} — W}, W2 —W?2) = p(indépendament de ¢ et s).

L’interprétation peut également étre la suivante: si X7, ..., X,, sont i.i.d. N(0,1), si
Y1, ..., Y, sont i.i.d. N(0,1) et si pour tout 7, (X;, Y;) est un vecteur gaussien de corrélation
p, alors

corr(X1+ ... + X;,, Y1+ ...+ Y,)) = p pour tout n € N.

En effet 0 . , 0
X 0 o,

( Y ) ~N o | p 0) 1
0 (0) p 1

On pose alors

On peut alors monter que

A(F) =i )~ ((0) (o )

c’est a dire que corr (X7 + ...+ X, Y1+ ...+ Y,) = p.

Notons qu’au lieu d’avoir un les incréments des vecteurs gaussiens indépendants, de
corrélation r, il est possible d’avoir d’autres types de dépendance (i.e. copules, Figure
110). A partir de ces processus, il est possible de tarifer des options multisupports, ou
des processus a volatilité stochastique (dont les browniens sont corrélés).

11.12 Impact de la corrélation sur les prix d’options

On considére une options sur spread, payant (St — S2), & échéance. La figure suivante
montre 'impact de la corrélation sur le prix d’une telle option.

11.13 Processus a volatilité stochastique

Plagons nous dans le cas ot le prix d'un actif est donné par la diffusion suivante,

ds
—L = pdt + S dW}E,
Sy

ot le processus de volatilité (3;);>o suit un processus d’Ornstein-Uhlenbeck, i.e.
d¥, = —b%; + §dW?,

ot (Wy)is0 = (W}, W2)i>0 est un mouvement brownien (standard) bivariée, de corrélation
p (on parlera aussi de corrélation instantannée entre dW,}! et dW}?).
On peut utiliser un schéma d’Euler, et a chaque date, utiliser la volatilité simulée.
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Stabilité de la corrélation du brownien Simulation de deux brownien corrélés (r=0.3)
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Figure 106: Corrélation d’un brownien multivarié et corrélation de la somme de n gaussi-
ennes corrélées.

Simulation de deux brownien corrélés (r=0.3) Incréments du brownien en dimension 2
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Figure 107: Simulation de trajectoires de browniens, p = 0.3
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Simulation de deux brownien corrélés (r=0.8) Incréments du brownien en dimension 2
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Figure 108: Simulation de trajectoires de browniens, p = 0.8
Simulation de deux brownien corrélés (r=—0.5) Incréments du brownien en dimension 2
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Figure 109: Simulation de trajectoires de browniens, avec un brownien positivement cor-
rélé (en rouge) et négativement corrélé (en vert).
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Simulation de deux hrownien corrélés (r=0.8) Incréments du brownien (copule duale de Clayon)
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Figure 110: Simulation de trajectoires processus Gaussien.

Valeur de I'option sur spread en fonction de la corrélation
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Figure 111: Prix d’une option sur spread, impact de la corrélation.
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Call européen avec volatilité stochastique Call européen avec volatilité stochastique

Impact du parameétre b
|
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Figure 112: Valorisation d’un call européen a volatilité stochastique, avec plusieurs b a
gauche, et plusieurs 0 a droite.

12 Améliorer la précision des estimations

Plusieurs méthodes permettent d’améliorer la précision, ou la vitesse de convergence,
e utiliser des propriétés de calculs stochastique ou de probabilités,
e utiliser des méthodes de réduction de variance,

e utiliser des méthodes de lissage.

12.1 Meéthodes de réduction de variance

Les méthodes de réduction de variance peuvent étre tres utilise.

Considérons un call trés en dehors de la monnaie, i.e. Sy << K. Les méthodes
“classiques” de Monte Carlo donnent trés peu de trajectoires qui atteignent le strike K,
et il y aura alors beaucoup de rejets. En effet,

- (s [ (- 2)1] - ) ).

et puisque Sy << K, on peut légitimement penser que

2
P <SOeXp {UWTJr (7" - %) T} > K) ~0.

Au lieu de simuler X ~ 7, 00, pour calculer E(¢(X)), ou

o(x) = ((Soexp {aﬁz—l— (7" - ";) TD — K>+
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par des méthodes classques de Monte Carlo, 1'idée est de simuler une autre variable
aléatoire (Z) telle que P (¢(Z) > 0) ne soit plus proche de 0, mais éventuellement proche
de 1/2. On va ainsi simuler une loi Z ~ N (i, 1) ou pu vérifie

2
Sp exp [aﬁx—i— (T—%) T} =K,

(g (%))
m = og——|r—— .
/T %5, 2

La valeur de 'option sera alors

s (1o (-mz+ %))

Cette technique est appelée “importance sampling”.

soit

Importance sampling pour le prix d'un call européen Importance sampling pour le prix d'un call européen

Ecart—type du prix d’un call européen
Ecart—type du prix d’un call européen

-0.2 0.0 0.2 04 0.6 0.8 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 08

Valeur du drift Valeur du drift

Figure 113: Importance sampling, volatilité de I'estimateur en fonction de la valeur du
drift, avec différentes volatilité, ou différents strikes.

12.2 Les méthodes de stratification

Le plus simple est de présenter un exemple simple. Considérons un vecteur aléatoire
gaussien X de dimension d, avec X ~ N(0,1). Le vecteur X peut se réécrire

X =(sX)s+Y,

oll 8 est un vecteur unitaire de R? et Y = X — (s’ X)s est un vecteur gaussien centré, de
matrice de variance-covariance ¥ = [ — P, ot P est la matrice de projection orthogonale
sur . s étant un vecteur unitaire, notons que 8’X est une variable AV/(0,1).
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On constuit alors k strates (S;);=1..._x, suivant la valeur de ' X. La strate i est définie

de la fagon suivante,

.....

X €S si et seulement si - <P(8X) < %

On tire alors le vecteur le aléatoire X |X € §; en utilisant la décomposition
X|XeS L2 (U) s+Y,
1—1 1

R
Il s’agit alors de déterminer la direction s optimale qui permettra de réduire la variance.

ou Uj; suit une loi uniforme sur } , indépendante de Y.

12.3 Les variables antithétiques

Supposons que l'on cherche & calculer 6 = E[h(U)] ou U ~ Uni(0,1). A partir de n
variables uniformes indépendantes Uy, ..., U,,, la méthode standard de Monte Carlo consiste
a approximer 6 par

9~%(h(U1)+...+h(Un)) ~ 0,

mais compte tenu de la relation

/Oh(x)dx:%/o h(z) + h (1 — ) de, (28)

on peut également approcher 6 a l’aide de la relation

~

A-

0~ o (RO + RO =T+ 4B (U +h (- T,))

En notant X; = h (U;) et Y; = h (1 — U;), alors

n n

Var [1] = Var [ )+ + hiwny | = P22

alors que

WWP4 :xmr&%m@m+hu—Ug+m+hww+hu—am

= Var [9\] + CovlX, Y] X, Y]

n

C’est a dire que Var [é\A] < Var [(9\] si, et seulement si, Cov [h (U),h (1 —U)] < 0. Cette
condition est vérifiée en particulier si h est une fonction monotone. Aussi, si h est une

fonction monotone, alors la qualité de I’approximation est améliorée.
De fagon générale, § = E [h (X)] peut se réécrire

0 =E[h(Fx' (U))] =K (U)],

ce qui permet de se ramener au cas uniforme.
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Valeur d’'un call européen, Monte Carlo et variables antithétiques
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Figure 114: Valeur d’un call européen, méthode de Monte Carlo classique.

Cette méthode peut étre utilisée pour la simulation de processus en temps continu.
En particulier, dans le cas du modeéle de BLACK & SCHOLES (1973) (Exemple ?7), on
utilise la propriété de symétrie du mouvement brownien, i.e. (W;) =1,; (—W;), et on en

déduit que X; =14; Y; ot
L,
Y, =xexp 7“—50' t—oW; ).

On peut alors obtenir une meilleure précision en simulant deux fois moins d’accroissements
du brownien. Si I'on s’intéresse a g (X;) (par exemple g (z) = (K — )" pour des puts
européens) ol g est supposée monotone et o > 0, alors Cov [g (X¢), ¢ (Y:)] <0 (avec une
inégalité stricte si g est strictement monotone sur un ensemble de mesure non nulle), et
donc

(=

9 Var[g(Xt)].

Aussi, en simulant N/2 trajectoires de g (X;)+ g (V;
que simuler N trajectoires de g (X}).

Var |5 (006 +(v0)| <

~ N

, 'estimateur obtenu sera plus précis

12.4 Echantillonage par importance, ou tmportance sampling

Pour calculer des intégrales, I'idée ici est de 1’écrire sous la forme d’une espérance math-
ématique, et de bien choisir la loi de la variable & simuler (qui peut étre différente de la
loi du probléme)/

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



12 AMELIORER LA PRECISION DES ESTIMATIONS 168

Exemple 91. Un cas d’école est le calcul de P(X > 2) ou X suit une loi de Cauchy. On

cherche a calculer
dx

e:zp[xw]:/jm.

(la vraie valeur étant proche de 0.15 - ce qui n’est pas un événement rare). Pour une
approche de Monte Carlo standard, [’estimateur est alors

n

~ 1
Orc = — IX; >2
Mc nZ[ > 2]

=1

ou les variables Xy, ...., X, sont indépendantes de loi de Cauchy. La variance de cet
estimateur de Oy s’écrit alors 0 (1 — 0) /n = 0.1275/n (puisque 6 ~ 0.15).
La distribution étant symétrique (et donc 0 = Pr[|X| > 2]/2) on peut considérer

comme estimateur
1 n
[ —— 11[ X,| > 2},
o = 57 211X

dont la variance est alors 0 (1 — 26) /2n = 0.0525/n.

Ces méthodes classiques de Monte Carlo sont ici relativement inefficace puisqu’un
grand nombre de simulation sont sans intérét pour la simulation (les simulations ne
tombant pas dans le domaine [2,00)). Une amélioration peut étre obtenue en notant
que 0 peut se réécrire

1 1 2 dx
§ = é—P[OSXSQ]:§_/O 7 (1+a?)

1 \ %2

- GBI 0 k) =

avec U ~ Unijyg). Aussi, un estimateur naturel de 6 s’écrit
~ S
Org = - — — h(U;),
1s=5- ?1 (Us)

ot les variables Uy, ...,U, sont indépendantes de loi Uni(0,2). Aussi, la variance de
015 s’écrit [E (h (U)Z) —E(h (U))ﬂ /n et une intégration par partie permet d’écrire

Var [515} = 0.0092/n. Pour conclure, notons qu’une autre fagon de réécrire 0 est

1/2 Y2 1
o= | — Y gy —E |- (V)|
/o A+ Y [4 ()}
ol

Aussi, considérons comme estimateur
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Valeur d’un call européen, Monte Carlo et variables antithétiques
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Figure 115: Méthode d’importance sampling: cas d’école avec le calcul de P(X > 2) o
X suit une loi de Cauchy.

ou Wy, ..., V,, sont indépendantes, de loi Uni(0,1/2). La méme intégration par partie donne
Var [A}S} — 0.00095/n < Var [éMC] /1000.

Aussi, la méme précision est obtenue en utilisant 1000 fois moins de simulations. La

Figure [ 115. montre ainsi ’évolution de [’estimation en fonction de n.

La méthode d’importance sampling peut étre particulierement intéressante lorsqu’elle
permet de passer d’'une fonction non-bornée, & une fonction bornée. On cherche ici a
estimer 0 = displaystyle [ g(X)dF(z). Supposons que g ne soit pas bornée. L’idée de
I’échantillonage par importance est de réécrire

0= [ g@iwr= [ g<x>%f*<x>d:c = [s@r @

ouencore § = Ep(g(X)) = Epag(g*(X*)), ou X et X* ont pour loi F' et F™* respectivement.
L’estimation dans le cas ol g est non-bornée devrait étre meilleure si on peut trouver
une loi f* telle que g* est alors bornée.

1
Exemple 92. Supposons que l’on cherche a calculer 8 = / 2*te ™z, pour 1/2 < a <
0

1. La premiere idée peut étre de voir
0 =E(g(U)) ot g(z) = 2* e * et U ~U([0,1]).
Notons qu’alors

1
Var(g(U)) = / o De=2d, 92,
0
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Une écriture plus astucieuse consiste a noter que
0 =TE(g"(X)) ot g(z) = e /% et X ~ B(a, 1),

c’est a dire une loi Béta, i.e. f*(x) = alphaz®~' sur [0,1]. Notons qu’alors

1 [t

Var(g*(X)) = —/ 2 e dz — 62
a Jo

La Figure ci-aprés montre le gain (théorique) de cette transformation, avec apres, quelques

résultats de simulations, pour des valeurs différentes de c.

Remarque 93. On ne cherche ici qu’a améliorer la vitesse de convergence, sans tenir
compte du temps CPU pour tirer des lois. Ici le second algorithme est plus rapide, mais
tirer une loi Beta au lieu d’une loi uniforme est aussi plus coiteux en tems CPU.

L’outil de base pour les méthodes d’importance sampling dans le cas des options est
le théoréme de Girsanov.
Rappelons que dans le cas des processus du modéle de BLACK & SCHOLES (1973),

dSt = TStdt + O'Stth,

et seules les dates 0 et T" intervenant, il suffit de simuler la valeur du sous-jacent en 7T'.

Intuitivement, il paraitrait plus efficace de changer le processus, de telle sorte que
'option soit & la monnaie a la date T (et donc que (Sr — K'); soit nul le moins souvent
possible). La solution la plus simple serait alors de changer le strike K. On réécrit
I’équation différentielle stochastique sous la forme

dS; = (r + ¢)Sdt + o5, (th - §t> — (r + ¢)S,dt + 0S,dW,,

ou ‘
dW, = dW, — —t.
]
On notera que (Wt)tzo est un mouvement Brownien, sous une autre mesure, notée Q. On
notera que

Eo(9(Sr)) = Ziowt - 9(57)), (20)

ol g est la fonction de payoff, et Z, la variable aléatoire

On peut alors réécrire 29 sous la forme

g(ST)) |

B(y(51) = Z-Eq 17

En notant que

1 N
St:SoeXp({r+c—§02} 't+UWt)a
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et que Z; peut également se réécrire

202

lc
o (1512 5.
on en déduit le prix d’un call européen a la date 0, sous la forme

(Soexp<[7“+c—— UWT>—K>

} +
exp (%C—Q T+ W )

V(0) = Eq | exp(—rT)

Pour rappel, sans ajustement sur le drift, nous aurions

V(0) = Eqg <exp(—rT) (SO exp ([7’ — %az} T+ UWT>) - K>+ :

Le choix du changement de drift est relativement délicat. Notons que le changement
de mesure a 'aide du théoréme de Girsanov, au lieu de se faire sur le processus (.S;)¢co,1,
peut étre fait sur le processus discrétisé par un algorithme de type Euler.

La méthode de réduction de variance peut se faire en limitant les processus possibles
aux fonctions en escaliers et déterministes, suivant l'idée de GLASSERMAN, HEIDEL-
BERGER & SHAHABUDDIN (1998).

Notons qu’il est possible d’utiliser un principe de grandes déviations poour trouver la
dérive optimale.

Le probléme peut s’écrire sous la forme suivante: on cherche un vecteur s de R™, telle
que

1
g(Z + s)exp (—8 Z — 55 s> 1z, 4p,

ait la variance la plus faible possible, o Z est un vecteur gaussien centré réduit de
dimension nl, sous la probabilité Q,, et ot D est I'ensemble {z € R™ g(z) > 0}. Ce
probléme peut s’écrire

minEq, (9(Z + s)*exp (—28'Z + §'s) 1 z.4p, )
S
ou encore, en repassant sous la probabilité initiale P

min Epexp ((2F(Z) +8'Z + s's)1z,4p),

ou Z ~ N(0,I) sous P, et ou F(-) =logg().
En fait, il est possible d’accélérer encore la convergence en utilisant la méthode de
stratification présentée dans la section 77.

Remarque 94. En fait, il est possible d’utiliser des méthodes stochastiques afin de déter-
miner le changement de drift optimal (LIONS (2002)).
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12.5 Utilisation de variables de controle

Si l’'on considére un estimateur 6 du parameétre 6 que I'on cherche a estimer, 1'idée est ici
de poser R
0. =0+ kr[Z —E(Z)],

ou Z est simulable, et dont on connait I’espérance. On notera que
E@C) = E(é)v
et que . . .
Var(0,) = Var(0) + k*Var(Z) +2:Cov(0, Z).

On choisit alors la constante x de fagon a minimiser la variance de cet estimateur controlé,
soit R

_ cov(0,7)

- Var(2)’

*

et donc, par substitution

A A Cov é,Z 2
Var(07) =Var(0) — —chr(Z)) :

Encore une fois, pour que Z soit une “wvraie” variable de controle, il convient d’avoir une
variable non-indépendante de 6.

Exemple 95. Considérons un call asiatique, basé sur le maximum

1 T
max{O,—/ Stdt—K}.
T Jo

Un algorithme classique de Monte Carlo est basé sur la simulation de n trajectoires
(St)icpo,r), discrétisées, puis de poser

1 m
Ci: O,— Sz m_K ,‘:1,..., 5
max{ m; T/ } 1 n

puis de prendre la moyenne. Parmi les variables de contrdle, on pourra retenir
o 7y = St, la valeur terminale de la trajectoire du sous-jacent,
o 7y =e "Tmax{0,Sr — K}, le payoff d’un call européen (actualisé),

1
o 3= — Z Sit/m, la valeur moyenne du sous-jacent sur la période [0,7].

=1

m

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



12 AMELIORER LA PRECISION DES ESTIMATIONS 173

Prix d'un call (et intervalle de confiance), Prix d'un call (et intervalle de confiance),
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Figure 116: Monte Carlo classique et variables antithétiques.

12.6 Comparaison des différents méthodes de réduction de vari-
ance

En faisant 25, 000 simulations Gaussiennes indépendantes, on obtient les résultats présen-
tés dans le tableau ci-dessous,

vrai prix (Black & Scholes) 10.45058

Monte Carlo classique 10.45471 + 0.18259

Monte Carlo avec variables antithétiques 10.49112 + 0.09145

Monte Carlo avec variable de contréle (prix du sous-jacent) 10.48373 + 0.06987
corrélation 0.92387

Monte Carlo avec variable de contréle et antithétiques 10.45088 + 0.02378
corrélation 0.96557

Monte Carlo et importance sampling (drift —0.200) 10.23757 + 0.92585

Monte Carlo et importance sampling (drift +0.200) 10.42974 + 0.07566

Monte Carlo et importance sampling (drift +0.275) 10.41608 + 0.05959

Les différentes vitesses de convergence peuvent étre visualisés sur les Figures [116 &
119.

12.7 Meéthodes de quasi-Monte Carlo

La base des méthodes de Monte Carlo était le Lemme 81 consistant & représenter X
comme une fonction de variables indépendantes, uniformément distribuées sur [0, 1]. On
simulait alors des variables U; pour estimer E [k (X)] = E [h (¢ (Uy, ..., Uy,))]. Dans le cas
des méthodes de quasi-Monte Carlo, on cherche alors des suites déterministes u, ..., u,
telles que

% Z h(u;) — E[h(U)] quand n — oo, (30)

avec une vitesse de convergence plus rapide que 1/4/n.
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Prix d'un call (et intervalle de confiance),

Monte Carlo et variables de contrdle (prix du sous-jacent)
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Figure 117: Monte Carlo avec variable de controéle (le prix du sous-jacent), et en combinant
avec les variables antithétiques.
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Prix d'un call (et intervalle de confiance),
Monte Carlo et importance sampling (-0.2)
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nombre de simulations
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Prix d’un call (et intervalle de confiance),
Monte Carlo et importance sampling (+0.2)
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Figure 118: Monte Carlo avec importance sampling (Girsanov), changement du drift de

£0.2.
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Ecart—type du prix d’'un call,
importance sampling, 25 000 simulations
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Figure 119: Ecart-type du prix du call en fonction du changement de la valeur de drift,
importance sampling

Définition 96. Considérons une suite {uy, us, ...} ot pour tout i, u; € [0,1]%. On notera

A (B) la proportion des n premiers points de la suite appartenant a B, pour tout B C
0,119, i.e.

1 n
A (B) = — I(u; € B).
()= 31 e B
On appelle alors discrépance la suite
Dn (u) = sup{|A (B)| = A(B)},

ot \ est la mesure de Lebesque, et ou le sup est pris sur l’ensemble des pavés de [0, 1]d.
Cette notion théorique permet en fait de comparer une fonction de répartition em-
pirique & celle définie par rapport a la mesure de Lebesgue.

Définition 97. La suite {uy,us,...} ot pour tout i, u; € |0, 1]d est dite équirépartie sur
[0, 1] si pour toute fonction h : [0,1]* — R Rieman-intégrable

1 n
— g h(u;) — h(u) du quand n — co.
n

i=1

[0,1]¢

Exemple 98. Si {Uy,U,,...} est une suite de variables indépendantes de loi Uni(0, 1),
alors les suites (U, (w)) sont presque sirement équiréparties. De plus, la loi du logarithme
itéré permet de montrer que

2n

br log(log(n))

lim sup D,U)=1| =1
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L’inégalité de Koksma-Hlawka permet alors d’étudier des convergence de type (30),

Lemme 99. Pour toute fonction h, alors

1 n 9
— Z h(u;) — / h (u) du
n4 J10,1]

ot V (h) est une constante ne dépendant que de la fonction h (correspondant a la notion

<V (h) D, (u),

de variation totale de h au sens de Hardy-Krause).
On a alors le corollaire suivant

Corollaire 100. La suite {uy,us,...} est équirépartie sur [0, l]d si, et seulement si,
lim,, oo Dy, (u) = 0.

Pour des fonctions dont la discrépance est équivalente a log®n/nl, on a alors une
amélioration de la vitesse de convergence. On parle dans ce cas de suites a discrépance
faible.

Exemple 101. Parmi les exemples de suites a discrépance faible, on notera la suite

u; = i/n, pour laquelle
1 n .
=S (l) _>/ h (u) du.
i3 n [0,1]

On retrouve ici la construction de l’intégrale par Rieman.

Exemple 102. La suite de Van der Corput est définie en dimension 1 de la fagon suivante
: soit m un entier positif, et ag,aq,... . sa décomposition p-addique, ot p est un entier
strictement supérieur a 1, au sens o

n=aoayg+ap+..+ap ou0<a; <ppourit=0,1,..r.

La suite de Van der Corput, en base p est alors définie par

%) (07
Uy = — + ... m—
p p

Halton a alors généralisé cette construction en dimension d. Le graphique de la Figure 120
représente la simulation de 1500 couples (U;, V;), indépendants et uniformément distribués
sur [0,1]x[0,1]. La Figure ?? montre l'estimation de E[UV]| ou U etV sont indépendantes
et uniformément distribuées sur [0, 1].

Une autre méthode permet de simuler des échantillons en dimension d: 1’échantillonage
uniforme par variables antithétiques.
En dimension d, on peut simuler n = 2 x k¢ points, k € x:

e on partitionne [0, 1]¢ en des cubes de taille 1/k,

e dans chaque cube, on tire un point uniformément, puis on prend sa version antithé-
tique.

Malgré le fait que ces algorithmes couvrent mieux 'espace, ils ne sont pas nécessaire-
ment tous optimaux pour résoudre des problémes simples convexes.

On cherche ici a calculer f[o s V@1 + @3 + a3de par différentes méthodes,
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Figure
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Valeur du call européen
10.0 10.5

Figure 121:

Simulation par méthodes de Monte Carlo (standard)

Simulation par méthodes de pseudo-Monte Carlo

120: Suite de Halton et suite aléatoire sur [0, 1] x [0, 1] - 5000 points.

Valeur d'un call européen, Quasi Monte Carlo (Halton)

Ly ~
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Nombre de simulations
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Valeur d'un call européen, Quasi Monte Carlo (Sobol)
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10000

Valeur d'un call européen, méthode de Quasi Monte Carlo (Halton-Sobol).
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Tirage uniforme avec variables antithétiques
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Figure 122: Méthode UWAN wuniform sampling with antithetic noise.

e une méthode classique de Monte Carlo

e une suite de Halton en dimension 3

e une suite de Sobol en dimension 3

e une méthode échantillonage uniforme par variables antithétiques [\WAN

Tirage uniforme avec variables antithétiques

Les suites de Halton sous-estiment toujours la vraie valeur, et on note que I’algorithme
UWAN basé sur une partition du cube unité converge plus rapidement que les autres

algorithmes.

12.8 Complément sur la simulation de trajectoires

Supposons que 'on connaisse Wy et W, a deux dates s < u. On souhaite connaitre la loi

de W, a une date t intermédiaire s < t < wu.

On suppose que 'on peut écrire

Wt = aWs + ﬁWu + e,

et ou e ~ N(0,1).
Compte tenu des propriétés du mouvement Brownien, rappelons que

cov(Ws, Wy) min{s,t} = s
cov(Wy, Wy,) min{t,u} =t
Var(Wy) t
de telle sorte que les coefficients vérifient
at+p =1
as+ fu =
a?s +2afBs + [Pu -+ =
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Calcul d’intégrale par 4 méthodes
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Figure 123: Comparaison de méthodes de Monte Carlo en dimension 3.

qui se résout sous la forme

de telle sorte que

—1
a=2 PB=1—aety=+a(t—s),
u—s
—t t— —t)(t —
W= oy sy, Jlem D=8
u—s u—s u—s

Par exemple, considérant un mouvement Brownien entre 0 et T', on cherche & connaitre
Wy, out;,=il'/4,1=0,1,...,4. On a alors

( Wto
Wi,

\

12.9 Options

=0
= Wy + VitsZy =\t Z,

1 1 to — t
- é(Wto + Wt4) + vV (tQ - to)ZQ - §Wt4 + 2 OZQ
t1 — 1o
2

1
- 5<Wt2 + WWt4) +

1
— §Wt2 + Zl
ty — to

2

Z

asiatiques

Le payoff s’écrit ici comme une fonction du prix du sous-jacent & maturité St et de la

T
moyenne du prix du payoff jusqu’a maturité, c’est a dire proportionnel a Y, = / Sdt.
0
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Approximation de l'intégrale

0.2

0.0
\

-0.4
\

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Evolution du temps
Figure 124: Options asiatiques, valeur moyenne du processus de prix sur [0,77] .

On suppose que actif suit une diffusion de BLACK & SCHOLES (1973),

d
D _ it + odwt,
t

ot (Wy)i<r est un mouvement brownien standard.

e approximation de I'intégrale par une somme de Rieman, c’est a ditre des rectangles

1*/TSd h*Zs
"), T b

e approximation de l'intégrale par une méthode de trapeézes,

I h r*h Wi, — Wi,

e une discrétisation de l'intégrale & un ordre supérieur,

1 T h r*h fit1
?*/0 SuduNT*ZSti(l%— 5 +U*L (Wy — Wy,) du)

Dans ce dernier cas, notons que cela nécessite de déterminer la loi conditionnelle de
t; .
f (W, — Wy,) du sachant Wy, et W, .+ C’est une loi normale de moyenne

t;
Wi, — W, h3
poo—t Tt )
(e es)
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Approximation de l'ntégrale Approximation de lntégrale
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Figure 125: Options asiatiques, approximation de I'intégrale par des sommes de Riemann
et des trapeézes.

Comme nous l'avions noté, il est possible d’utiliser des méthodes de réduction de
variance pour accélérer la convergence. En particulier si le taux court r et la volatilité o2
ne sont pas trop élevés le prix varie eu sur la période considérée et donc

1 [r 1 /7

On peut alors prendre comme variable de controle

1 /7
e T (exp (—/ log(Su)du) — K) ,
T Jo +

I :
variable qui est interessante car T log(S,)du est gaussienne (son espérance est calcu-

lable analytiquement par la formuleode BLACK & SCHOLES (1973)).

Une autre approche consiste a changer la maniére de discrétiser le processus. En
prenant un pas de temps At = T'/m constant, et en notant t, = kAt, on approche
I'intégrale par des sommes de Riemann,

Aussi, en faisant n simulations, le prix d’un call asiatique s’écrit

n m—1
exp(—rT) At
n Z ( T Z St — K
i=1 k=0 i
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L’erreur commise est alors en O(1/y/n).
En utilisant une méthode des trapézes,

1 /7 At rh Wi, — W,

Dans le chapitre précédant, nous avions vu les options asiatiques sont un cas particulier
des options vue comme un traded account (SHREVE & VECER (2000)). Nous avions noté
que V (t, Sy, Xi) = Syu(t, Z;), ou u vérifie

ou ou 1 5 0%
- +(r— —2)7—+ =@ —2)0° 5= =0,
avec la condition de bord u(T,z) = z,, (¢;) étant une stragtégie, i.e. ¢ = 1 —t/T pour
les options asiatiques a strike fixe.
En appliquant ce résultat (certes, bien au dela du programme que 1'on s’était fixé), on
peut montrer que dans le cas du call asiatique, I’équation au dérivée partielle est

0 0 1 0?
ot (g — Z)—u +5la — 2)26_;;

ot 0z 2 =0

avec la condition de bord u(7), z) = z,. La fonction ¢; dépend alors de ma forme du payoff
(strike flottant ou pas).

Un schéma de discrétisation classique peut alors étre utilisé (par exemple un 6-schéma).
En posant ¢; = ¢q(t;) = 1 — [nj/T]/n, et h le pas de discrétisation en espace (en z) on
obtient I’équation suivante

0 (0(q; — 2:)*> — hr(g; — 2:)) wim1; — 2(00°(q; — 2:)* + Nus
+ 0(0%(g — 2)* + hr(gy — 2)) wis
= —(1=0) (0*(qj — 2)* — hr(g; — 2)) wimrgor + 2((1 = 0)0™(g; — 2:)* + M
- (1-90) (02(%' - Zz')2 + hr(q; — Zz)) Wit 1,5+15
ou # € [0,1] (# = 0 pour un schéma explicite, § = 1/2 pour le schéma de Crank Nicolson
et # = 1 pour le schéma implicite, par exemple), et ot A = h?/At. Les conditions de

bord sont ici w;, = (%)4+ (condition en temps), et up; = 0 et Upj = 2Upm—1,; — Um—2,;
(condition en espace, la derniére condition étant une simple interpolation linéaire).

12.10 Options sur maximum

Le payoff s’écrit ici comme une fonction du prix du sous-jacent a maturité Sy
et du maximum du prix du payoff jusqu’a maturité, c’est a dire proportionnel a
Mr = max{S;,t € [0,T]}.

e une approche naturelle est de considérer le maximum sur une trajectoire discrétisée,
Mrp = max{S;,,k=1,....,n}.

Mais ce maximum sous-estimera toujours la vraie valeur, My < Myp. En fait, U'erreur
commise se sera - sous des conditions de régularité suffisantes, O(1//n).
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Maximum du prix du sous-jacent Maximum du prix du sous-jacent

6 8
0.60 0.65 0.70 0.75 0.80 0.85
! ! ! ! !

0.55
L

I T T T T T I T T T T
00 02 04 06 08 10 036 038 040 042 044

Evolution du temps Evolution du temps

Figure 126: Maximum du prix du sous-jacent et version discrétisée.

e utilistion de ponts brownien pour améliorer la précision. En particulier, on peut
noter que

2 (z—ap)(z — xk+1)) 7

P (max{X,,t € [ty, ti1] < 2| X, = 24, Xy, = W1 }) = L—exp (_E o2
k

qui est tres facilement simulable en inversant cette fonction de répartition.

L’algorithme associé s’écrit alors simple

o 7 — N(0,1)
2
° Sk+1<—5k-exp<(r—%)h+0-\/ﬁ-Zk)

1
o M, — 3 <Sk + Sp1 + V/(Skg1 — S)? — 202SkhlogRandom).

12.11 Les options a barriére(s)

Les options a barriéres sont caractérisées le fait un payoff du type g(Sr)I(S; € B,t €
[0,T7), c’est & dire que le prix du sous-jacent de doit pas avoir quitté un ensemble B avant
la maturité (typiquement S; < B pour tout t € [0,7]).

Ces options sont caractérisées par 1’étude du temps d’arrét de sortie de I’ensemble

T =1inf{t > 0,5; ¢ B}.
e une approche naturelle est de considérer le maximum sur une trajectoire discrétisée,
7 =1inf{ty > 0,5, ¢ B,k=1,...,n}.

Mais ce temps d’arrét sur-estimera toujours la vraie valeur, 7 > 7. En fait, 'erreur
commise se sera - sous des conditions de régularité suffisantes, O(1//n).
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Figure 127: Induction forward (algorithme d’Euler).
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Figure 128: Induction backward (simulation de ponts Browniens).
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Construction du Pont Brownien

02 03 04 05

0.1
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Figure 129: Construction du pont Brownien.

Pour améliorer la précision, on peut utiliser des propriétés de réflexion du mouvement
brownien.

12.12 Calcul de grecques par Monte Carlo

La premiére approche peut étre d’aproche une dérivée par une différence finie.
On calcule ainsi le prix de 'option & partir de la valeur initiale Sy, puis on calcule
I’option a partir de Sy + h, et on approxime

IC(So) _ C(So+h) = C(Sp)
050 h
Une seconde idée est d’utiliser la méthode proposée par BROADIE & GLASSERMAN
(1996). Soit (St)i>o le prix de l'actif sous-jacent, et de maniére générale, notons f la
fonction de payoff de l'option. Rappelons que le Delta est la sensibilité au prix du sous-
jacent, ce qui revient a calculer

—rT d
A=e o B(f(5).

Si on suppose que f est Lipschitzienne et différentiable, on peut dériver sous le signe
somme, i.e.

A= TR (f(Sr) =TT (% <ST>) . (f' (%)) BNE

De méme si f est deux fois différentiable, on peut calculer le Gamma, qui est la sensibilité

du Delta,
g 07 L T
'=e Ta—SgE(f(ST))—e TIE(f ((a_so) +f (asg)))‘ (32)

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE




12 AMELIORER LA PRECISION DES ESTIMATIONS 186

Calcul du Delta par Monte Carlo (différences finies)
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Figure 130: Calcul des grecques par monte carlo, par différences finies, avec a droite deux
valorisations de I'options & l'aide de scénarios différents.

Pour ces deux calculs, une idée naturelle est alors de discrétiser les processus S| =
0S;/0Sy et S = 925;/0Sz. Sous des conditions sur le drift et la volatilité (de continuité
et de dérivabilité), alors en utilisant une discrétisation d’Euler,

aﬂ(‘éﬂ) U 80(‘§,) U
” At + —S"AW,,.
59 Ontl t+ 99 S, AW,

U o
n+1 = Sn +

Toutefois, cette méthode bien que naturelle a de vraies limites, en particulier si I'on
sort des hypothéses mentionnées.

12.13 Calcul des grecques dans le cas d’un call digital

Considérons un Brownien géométrique comme dans le modéle de BLACK & SCHOLES
(1973), dS; = rS;dt + oS, dW,, pour le prix du sous-jacent, et supposons que ’on cherche
a valoriser une option digitale, de payoff f(S7) =1 si Sy > K, 0 sinon. Il est clair que
A et Gamma sont non nuls, pourtant, les espérances dans les équations 31/ et 32! seront
nulles. Le probléme vient ici de la discontinuité du payoff. Une idée peut alors étre de
régulariser le payoff. Par exemple, on peut s’intéresser a des payoff de la forme

o) = (1 + tanh (%))

Si on note ¢ la loi de St a la date terminale, on peut alors chercher I'erreur qui est faite
dans le prix d'une option identique pour un payoff lissé,

C,—C = / T () als) — F(s)ds.
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En faisant un développement de Taylor de f au voisinage su strike K, on peut alors
obtenir que
C,—C= asn® + amm* + ..

ou il est possible d’obtenir la forme des coefficients (ag).
Afin d’estimer le A, il suffit de différencier tanh(-), et donc

A,=e¢"TE (%5(?)) =e T /000 % {1 - tanh2(s ;K)} i?,b(s)ds,

soit encore

1 Spr—K_ | S
A, =e¢"E (— [1 - tanhQ(T—)] —T) :
27 n So
Aussi, il suffit de simuler la valeur terminale du processus, Sy, ..., S, et de poser
A I~ /1 Si—K.] S
A, =e = (— [1 — tanh?(——— ] —Z) )
De maniére analogue, en dérivant deux fois,

r,—e" /OOO ~tanh(E 8 {1 ~ tanh2(3Z K)} ! {8 } (s)ds.

" n ]2 S,

La aussi, 'intégrale correspondant a une espérance (d’un fonction de Sr), il suffit de
simuler la valeur & maturité du sous-jacent, puis d’approcher I’espérance par un moyenne.

On obtient ainsi I'algorithme de Monte Carlo présenté ci-aprés, et d’obtenir ainsi la
Figure [132. Notons que la vraie valeur du A est 0.01892 et que celle du I' est —0.00031.

Régularisation du payoff d'une option digitale
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Figure 131: Calcul des grecques pour une option digitale, avec la fonction de payoff lissée
a gauche, et la convergence de la méthode de monte carlo.
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Valeur du Delta, option digital (n=25 000) Valeur du Delta, option digital (n=250 000)
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Figure 132: Calcul des grecques pour une option digitale, a ’aide de 25 000 simulations
a gauche, et de 250 000 simulations a droite.

12.14 Le probléme de la dimension

On considére ici m actifs (a priori corrélés.

La simulation d’un vecteur Gaussien de R™ nécessite la recherche d’une matrice tri-
angulaire inférieure M telle que MM’ = ¥ (algorithme de Cholesky).

L’analyse en composantes principales propose de réduire le probléme, de la dimension
m a une dimension k beaucoup plus faible. Rappelons que M peut s’écrire M = Qv/D ot
@ est la matrice des valeurs propres unitaires de Y, et D la matrice diagonale des valeurs
propres.

L’idée est ici de ne garder que les k plus grandes valeurs propres, afin de réduire la
dimension.

1.65 0.29 0.00 0.56 0.81  0.55 0.069 0.15
029 0.75 —0.04 0.56 _ 036 —-0.71 0.15 0.57
0.00 —-0.04 0.16 0.00 N —-0.01 0.04 -0.95 0.31
0.56 0.56 0.00 0.64 0.45 —0.42 —-0.26 —0.7408629
2.09 0.00 0.00 0.00 0.81  0.55 0.069
y 0.00 0.85 0.00 0.00 036 —-0.71 0.15
0.00 0.00 0.17 0.00 —-0.01 0.04 -0.95
0.00 0.00 0.00 0.08 0.45 —0.42 -0.26

On peut alors construire la matrice induite en supprimant les plus petites valeurs propres
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(k=2),

1.64 0.28 0.01 0.57 0.81  0.55 0.069 0.15

0.28 0.72 —-0.031 0.60 - 036 —-0.71 0.15 0.57

0.01 -0.03 0.00 —0.02 N —-0.01 0.04 —-0.95 0.31

0.57 0.60 —0.02 0.58 0.45 —0.42 -0.26 —0.7408629
2.09 0.00 0.00 0.00 0.81  0.55 0.069 0.15

« 0.00 0.85 0.00 0.00 0.36 —0.71 0.15 0.57

0.00 0.00 0.00 0.00 —-0.01 0.04 —-0.95 0.31
0.00 0.00 0.00 0.00 0.45 —0.42 —-0.26 —0.740¢

Pour les problémes de trés grande dimension m = 250, ACWORTH, BROADIE &
GLASSERMAN (1998) montre que cette méthode permet d’aller beaucoup plus rapidement.

12.15 Décomposition de trajectoires continues

Plus généralement, pour simuler des processus continus, la représentation de Karhunen-
Loéve permet d’accéler la simulation de tels processus (ADLER (1990)). Les processus
ainsi simulés seront méme infiniment dérivable (alors que la plupart des processus que
'on cherche a simuler ne sont dérivables nulle part, presque strement).

Pour le mouvement brownien sur [0, 1] par exemple, il suffit de noter que

Wt é Z V )\nwn@)Zna
n=0
ou Zy, Z1, ... sont des variables A'(0, 1) indépendantes, et ou

—)? et 46 (t) = V2sin (M) |

)\n:<(2n+1) n

Les valeurs propres (A,) sont décroissantes, et une bonne approximation est obtenue avec
seulement les m plus petites (m ~ 30 suffisant généralement).

Le pont bronwien peut aussi étre décomposé par 'expension de Lévy-Ciesielski
(KARLIN & TAYLOR (1975)), en utilisant la base de Haar. Rappelons que H;(t)1 sur
[0,1], Ha(t) = 1 sur [0,1/2[ et —1 sur [1/2,1], et plus généralement,

272 gur [0,27 ()]
Hon 1 (t) = —2%%  sur 27D 27n]
0 sinon,

et ensuite

) — 1
Honyj(t) = Honyq (t — ‘72n > pour j =1,2,...,2" — 1.

On construit alors les fontions de Schauder, F,(t) = fot H,(x)dz, et on note que le
Pont Brownien sur [0, 1] peut étre représenté sous la forme

I £ Fu(t)Z,,
n=0

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



12 AMELIORER LA PRECISION DES ESTIMATIONS 190

Décomposition de Karhunen—Loéve du brownien

15

1.0

0.0

-1.0

-15

Figure 133: Base 9,,(-) de décomposition du Brownien (Karhunen-Loéve).

Simulation de trajectoires du brownien Simulation de trajectoires du brownien

N A N
- o
o A o
] ]
| |

N N
| |

\ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0.0 02 04 0.6 08 1.0 00 0.2 04 06 08 1.0
Méthode de Karhunen-Loéve, m=5 Meéthode de Karhunen-Loéve, m=20

Figure 134: Simulation de trajectoires du Brownien, décomposition de Karhunen-Loéve
(n =5 et n = 20).
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Base de Haar n=1 Base de Haar,n=3 Base de Haar,n=5 Base de Haar,n=7

Base de Haar,n=2 Base de Haar,n=4 Base de Haar,n=6 Base de Haar,n=8

Figure 135: Base H,(-) de décomposition du Pont Brownien (base de Haar).

ou Zy, Z1, ... sont des variables N(0, 1) indépendantes.
Cet algorithme peut s’écrire de maniére plus simple en posant

t sur [0,1/2]
Fia(t)=< 1—t sur|l/2,1]
0 sinon,

puis Fy, ;(t) =27 ®D/2 5 p (281 —j+ 1) pour k > T et 1 <j <281
On note que le Pont Brownien sur [0, 1] peut étre représenté sous la forme

oo 2F—1
c
=YY Fi(t) 2y,
k=1 j=1
ou Zi1, ..., Zij, ... sont des variables N'(0,1) indépendantes.

13 Quelques mots sur d’autres méthodes
13.1 La Fast Fourier Transform

14 Options américaines

Dans le cas d’une option américaine, le détenteur de l'option peut l’exercer non plus
uniquement a la date 7', mais a toute date entre 0 et T". Intervient alors une stratégie
d’exercice, caractérisée par un temps d’arrét 7 “optimal” d’exercice de 'option.
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Simulation de trajectoires du pont brownien Simulation de trajectoires du pont brownien
o o
- - ]
n n
o o |
o o |
n n
S o
[ ]
o o
o o
| |
T T T T T T T T T T T T
00 02 0.4 06 08 1.0 00 02 04 0.6 08 1.0

Méthode de Lévy-Ciesielski, k=3 Méthode de Lévy-Ciesielski, k=7

Figure 136: Simulation de trajectoires du pont Brownien, décomposition de Lévy-
Ciesielski (k =3 et k=17).

Un premier résultat est qu’il n’est jamais optimal d’exercer un call américain avant
I’échéance, ou plus précisément

Proposition 103. Le prix d’un call américain coincide avec le priz d’un call européen.
Proof. MERTON (1973). O

Dans toute la suite, 'option de base sera donc le put américain, de payoff a la date ¢
(K = S))..

14.1 Introduction pour des options bermudiennes

Dans un premier temps, on peut s’intéresser au cas des options bermudiennes qui peuvent
étre exercicée a des dates finies, 0 =ty < t; < ty < ... < t,_1 < t, = T. Ces options
“convergent” vers des options américaies si n — 0.

14.2 L’enveloppe de Snell du payoff

L’idée de la valorisation est simple: & chaque date tj, le détenteur de 'option a en effet
de choix,

e exercer son option (et en retirer un payoff Z)
e conserver son option, de telle sorte que son option vaut en txy1 Viyq.
Si on note By, ;11 le facteur d’actualisation entre les dates ¢ et 511, on en déduit que

la valeur en t; de 'option peut s’écrire

Vi, = max{Zy, By j+1Eq(Vi+1|Fr)},
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ou
o (Fi)icor) est la filtration naturelle,

e (Q est une probabilité risque neutre, sous laquelle la valeur actualisée de 'actif est
une martingale, i.e. Eg(Siin|F:) = St.

On notera que sous la probabilité risque neutre Q, la valeur actualisée d’un portefeuille
de couverture autofinancé est également une martingale.

Aussi, on peut construite la suite (Vi) de maniére récurrente, qui peut s’écrire, en
notant (V") la suite des valeurs actualisée dans le cas d’un put bermudien,

{ Vn*:Z;::<K_ST)+
Vo, = max {Zl;k—la Eq (Vk*’FkA)}

La suite (V,*) (correspondant aux valeurs actualisées de 'option aux dates 0 = ty <
t1 <ty <..<tp1<t,=T)est alors I'enveloppe de Snell sous Q de la suite (Z;), c’est
a dire la plus petite surmartingale majorant (7).

Remarque 104. Si (Sk)g=o..n (ou Sk = Si, ) est une chaine de Markov, de matrice de
transition M, notons que Eq (V;*|Fi—1) peut s’écrire

Eq (Vi |Fi-1) = (M x V) (Sk-1).

14.3 La notion de temps d’arrét optimal

L’option est exercée a un instant 7 = t;, entre 'origine et la maturité. Notons que,
mathématiquement parlant, 7 est un temps d’arrét puisque la décision d’exercer ou non
I'option en ¢t = t;, se fera en fonction de la seule connaissance du cours de 'actif entre 0
et t (i.e. de la filtration F; a la date t).

D’aprés les résultats sur I'enveloppe de Snell, rappelons que pour tout £ =0,...,n—1,
Vi > Z; et, a maturité, V' = Z*. On note 7 le temps d’arrét correspondant au premier
instant ou V* = Z*. On en déduit que pour tout ¢, < 7, V. > Z}, et donc la propriété
de martingale

Viir = Eo(Vi' | Fi-1)
est vérifiée. Aussi, le prix de 'option, en ¢ = 0, est donné par
Vo = Eo(V7'|Fo).

Soit 7; ; I'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans {¢;,...,t;}. Rappelons qu'un temps
d’arrét 7* est optimal s’il est tel que

Ui = U = sup {Eq(Z:1F)).

7—67—0,77,

Remarque 105. De maniere générale, si on souhaite connaitre le priz de l'option a un
wnstant t, on considere alors

sup {Eq(Z7]Fn)}-

TGTkm
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14.4 Valorisation d’options bermudiennes et arbres binomiaux

On se place dans le cas de arbre binomial, ot & chaque date, S, 11)S,, -u en cas de hausse,
et S,11)S, - d en cas de baisse, avec les probabilités (historiques) p et 1 — p.

En utilisant les résultats d’une remarque précédante, notons que la suite des prix (Sk)
est une chaine de Markov homogéne, dont la matrice de transition est

P siy =zu
M=[M,, o 1—p siy=uaxd
0 sinon

Dans le cas d’'un put, le payoff actualisé Z;, a la date tj, s’écrit alors e " (K — Sg),.
De manicre générale, notons Z; = h(k, Sk), et son enveloppe de Snell V" est alors une
fonction u(k, Sk) qui vérifie u(n, S,) = h(n, S,) & maturité, et, de maniére récursive

u(k,s) = max{h(k,s), [p-u(k+1,su)+ (1 —p)-u(k +1,sd)]}.

Sous cette forme, on obtient un algorithme numérique qui nous permettra de valoriser
une option américaine.

14.5 Valeur d’un call américain

Proposition 106. Soit T, 1 l'ensemble des temps d’arrét a valeurs dans [t,T]. Soit
g:[0,T] x R" — R définie par
h , i
q(t’;() — sup EQ <6r[‘rﬂ zexp r—% (T—t)+o(Wr—W;) —K +> . (33>

Te?d“_’[‘}
Il eziste une statégie telle que pour tout t € [0,T], Vi(a) = g(t,S;). De plus, pour toutes
les autres stratégies, Vi(a') > g(t, St).
Proof. La preuve est relativement délicate (Karatzas & Shreve (1989)). O

g(t,S;) est la valeur de l'option américaine puisque c’est la valeur minimale d’une
stratégie couvrant 1’option.

Remarque 107. La valeur d’une option américaine est toujours supérieure & la valeur
d’une option européenne de méme caractéristiques.

Proposition 108. Sous des conditions de réqularité (le priz du sous-jacent doit étre
positif, avec E([max{X;,t € [0,T]}]?) < oo pour un q > 2), il existe un temps d’arrét
optimal.

Proof. La aussi, la preuve est relativement délicate (Karatzas & Shreve (1989)). O

Rappelons que de maniére schématique, le prix d’une option américaine a la date ¢
s’écrit
sup Eq(g(7, Sr)|F:) = h(t, Sh).

€T, 1

On en déduit en particulier que h > ¢g. En utilisant un raisonnement analogue a celui fait
sur les options bermudiennes, la stratégie optimale d’exercice est donnée par

7%t = min{t € [0, T, h(t, S¢) = g(t, S¢)}.
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Aussi, on peut définir la région d’exercice, noté £ comme

€ =A{(s, )R x [0, T], h(t, 5;) = g(t, 51},
ou son complémentaire

C={(s,t)R x [0, T],h(t,S;) > g(t,S)}.

Notons que 7 = min{t € [0,7],(S;,t) € £}. 1l suffit alors de représenter cette
région, et d’exercer 'option dés que le sous-jacent appartient a la région d’exercice €. La
principale difficulté est qu’il est souvent délicat de décrire £.

Prix put européen vs. américain Prix put européen vs. américain

‘/\J\KN\A/\/\V I AN

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Temps avant maturité Temps avant maturité

Différence entre les options américaines et payoff Différence entre les options américaines et payoff

Figure 137: Comparaison des prix des puts européens et américains, en fonction de
I’évolution du prix du sous-jacent.

On note 7 le taux sans risque, et b le cotit de portage

14.6 Meéthode d’approximation de Bjerskund et Stensland

Le prix d’'un call s’écrit

C(K,S,T,rb,0) = aS’—a¢(S,T,3,1,I)+¢(S,T,1,1,1)
—¢(S,T,1,K,I) — K¢(S,T,0,1,I)+ K¢ (S,T,0,K,I)

ou
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et
I = By+ (B — By) (1 —exp (h(T)))
ol B
_ 0
P(T) =~ (T +20VT) i)
avec
r s
By = maX{K,—bK} et B = ﬂK
- _

On pose également o = (I — K) I~”, et enfin la fonction ¢ est donnée par

ssrnn-cs (o (£ o(o-224)

ou les constantes sont
1 2b
A= (—r+7b+§7(7—1)a2) T,v= §+(27—1)

et

Clog (S/H) +(b+ (v —1/2) o) T
oVT ‘

Notons que si S > I, il est optimal d’exercer I'option tout de suite (et la valeur de
l'option est alors sa valeur intrinséque). Si b > r, il n’est jamais optimal d’exercer le
call américain avant échéance (et la valeur de l'option coincide avec le prix BLACK &
SCHOLES dans le cas d’'un call européen).

Le prix d’un put est obtenu en notant que

d:

P(S,K,T,r,b,o0)=C(K,S,T,r —b,—b,0)

14.7 Meéthode d’approximation de Barone-Adesi et Whaley (call)
Le prix d’un call s’écrit

Cps (S, K, T) — A(S/S*)" si S < S*

C(S’K’T):{S—K si S > S

ou Cps (S, K, T) est le prix du call européen (donnée par la formule de BLACK & SCHOLES
(1973)), ou

* 1 K b—0o%/2)T
A:S—(l—e(bfT)T(I)(d<S*>>) Ofld(s): Og<8/ >+( U/ )
q aﬁ
et ou
— (2b)0% — 1) +/(2b/0* — 1) + 8¢ (1 — e T) ! /o
1= 2
S* est la "valeur critique du call", et elle est obtenue en notant qu’elle vérifie I’équation
S*
Cps (S*,K,T) — " (1= €79 (d(S7)) =S - K.
g(S*j;ﬂT)
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La solution s’obtient par exemple a I'aide de ’algorithme de Newton-Raphson, en notant
que la pente du terme de gauche en S, s’écrit, en notant ¢ la densité de la loi N (0, 1)

e(bfr)T
g (Sn) = %&f’ﬂ = e 7D (d(S,)) <1 - é) n <1 _ Uai/(; <Sn>)> 3

On construit alors la suite des (5,,) & partir d’'une valeur Sy (qui peut étre S), sous la
forme

K+ (S0, K,T) — S, (Sn)
(1 =g (Sn))

Sn+1 =

et de stopper 'algorithme dés lors que
|(Sn — K) — g (Sn)| <,

pour un ¢ suffisement petit.

14.8 Méthode d’approximation de BARONE, ADESI & WHALEY
(put)

Le prix d’un put s’écrit

Pps (S, K,T)+ A(S/5*)? si S > S

K-S siS <S*

ot Cpg (S, K, T) est le prix du call européen (donnée par la formule de BLACK & SCHOLES
(1973)), ou

C’(S,K,T):{

S* 1 K)+ (b—0%/2)T
A= -1 0T (a(57)) ond(s) = BT 0T/
q oVT
et ou
—(2b/0% — 1) = \/(2b/0% — 1)* 4 8 (1 — e 77) ! /o
q= 5
S* est la "wvaleur critique du call", et elle est obtenue en notant qu’elle vérifie I’équation

Pgs (S*, K,T) — % (1= €7 (d(S7))) = K — 5.

g(S*,K,T)

La solution s’obtient par exemple a I’aide de 1’algorithme de Newton-Raphson, en notant
que la pente du terme de gauche en S, s’écrit, en notant ¢ la densité de la loi N (0, 1)

e(bfr)T _
(5= 2L ooy s,y (1-1) + (14 LS ]

On construit alors la suite des (5,,) & partir d’'une valeur Sy (qui peut étre S), sous la
forme

K—g(S,,K,T)+ S.¢' (Sy)
(1 _g, (Sn>>

Sn+1 =

et de stopper 'algorithme dés lors que
|(K - Sn) - g(Sn)| < &,

pour un ¢ suffisement petit.
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14.9 Utilisation des arbres

Une méthode simple pour valoriser un peu américain est d’utiliser ce qui a été obtenu
dans la section ?77?.
Aussi u(k, -) est représenté sous la forme d’un vecteur Uy. En particulier

Uy (i) = u(k, Sou'd*™") pour i = 0,1, ..., k,
et on calcule de maniére itérative, avec comme valeur & maturité
Un(i) = (Sou'd™™" — K)

et
Up(i) = max{(Sou'd"™" = K) 4, e [p- Upyr (i + 1) + (1 = p) - Upa ()] }}.

Prix d'un call américain vs. européen Prix d'un put américain vs. européen

7.0

AAAARAR KA AR R AR AR KA
@ ‘ YWV

g "“HHHHHMH\mmm.““.",‘,‘,w",","‘."","‘.",,""‘.MW‘.,,,,
'WIW]WIWHHHHHmmmm

I T T T T T I I T T T T T I
20 40 60 80 100 120 140 20 40 60 80 100 120 140

Nombre de pas de temps (arbre) Nombre de pas de temps (arbre)

Figure 138: Call et put européens et américains, méthode par arbre.

Pour évaluer efficacement les options américaines, le maillage doit étre fin lorsque ’'on
s’approche de I’échéance.

14.10 Représentation de la région d’exercice

En utilisant les arbres, il est possible de représenter la région d’exercice de 1'option.

14.11 Arbre de LEISEN (1998)

Au lieu d’utiliser comme nous 'avons fait

{ u=exp((r — 0.5 % 02)h 4 ov/At)
d=exp((r-0.5*02)h — o/ At)
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Reégion d’exercice du put ameéricain

Prix du sous-jacent

0} 50 100 150 200

Temps

Figure 139: Région d’exercice d'un put américain, méthode par arbre.

LEISEN (1998) suggére de poser, sin =T/At

u* = exp(log(K/So)/n + ov/At)
d* = exp(log(K/Sy)/n — ov/At)

La probabilité (risque neutre) de monter était ¢ = (exp(rh) — d)/(u — d) devient
q¢" = (exp(rh) — d*)/(u* — d).
La figure 140 compare ainsi I’évolution de ces deux arbres.

14.12 Approche par équations aux dérivées partielles

Dans le cas des options américaines, le domaine des prix d’actifs s; se découpent en deux,
séparées par une valeur S} telle que

o si §; <57, la décision optimal pour ’acheteur du put est d’exercer son droit, et donc
pour tout ¢ tel que S; < S, P, =K — 5,

e si S, > S/, la décision optimal pour I'acheteur du put est de pas exercer son droit:
tant que le prix du sous-jacent reste dans cette zone, I'option est équivalente & une
option européenne. Il est alors possible de constituer un portefeuille de réplication,
et donc, dans cette zone de prix, le put américain vérifie I’équation

0%P,
D52

0P, opP, 1 5, ,
5 —I—TStaSt+2a S;

:’T‘Pt.

Notons de plus que quelle que soit la région ou se trouve le prix du sous-jacent, le prix
actualité de 'option américaine est une surmartingale, i.e.

pour tout t,h > 0,Eq(e” "M P |F) < e P
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Convergence des arbres binomiaux (Leisen et classique) Convergence des arbres binomiaux (Leisen et classique)
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Figure 140: Convergence du prix d’un put américain, par arbre classique et par ’arbre
de Leisen.

Aussi, dans un pas de temps dt, on n’a plus I’égalité, mais 'inégalité suivante
Eg(e "™dP)|F,) < rPdt.
Aussi, on peut intuiter que I’'on aboutie non plus & une équation aux dérivées partielles,
mais & une inéquation variationnelle
0P, 0P, 1 0?P,
LSt s
ot 8St 05;

avec une égalité dans la zone ou S; > S}.

<rPt7

14.13 Approche par équations aux dérivées partielles: frontiére
libre

Dans le cas d'un put européen,
e si0< S, <57,
on a les conditions de bord suivantes, P, = P(S;,t) = K — Sy et OP/0t = —1, et

0P P 1 ,,0°P
a +7"Stast StaSZ rP <0.

e Si S: <St,

on a les conditions de bord suivantes, P, = P(S;,t) > K — S; et 0P/0t — —1 lorsque
Sy — S/, et
op 0P 1 P
S. 252
ot s, T2 7 o

On parle de frontiére libre car la frontlere S} est inconnue.

—rP=0.
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14.14 Approche par équations aux dérivées partielles: inégalité
variationnelle
Les deux possibilités évoquées précédement peuvent aussi étre exprimées sous d'un sys-

téme d’inégalités, appelée inéquation variationnelle (BENSSOUSSAN & LIONS (1982)), en
notant H la fonction de payoff,

oP OP |1 ,,0°P
- Z_ _yP<
o TS, T Siggr TP =0
. p P(Sy,t) — H(S;,t) =2 0
oP OP 1 ,,0°P
(815 T'Stast g St 8S2 —TP) (P(St,t) —H(St,t>>

La derniére condition est la simplement pour rappeler que nécessairement une des deux
inégalités est forcément une égalité.

Lors de la résolution de I’équation obtenue par BLACK & SCHOLES, nous avions vu
qu’il était possible de se ramener a I’équation de la chaleur,

u(z,tr) OPu(x,T)

or or? =0

En utilisant les mémes changement de variable, en notant g la fonction de payoff, le

Ou(z,tr)  J*u(z,T)

>0
or or?

systéme précédant s’écrit ) u(z,7) —g(x,7) >0
ou(x,tr)  0*u(z,T) B

( 57 ~ o (u(z,7) —g(z,7)) =0

C’est a partir ce systéme de BRENNAN & SCHWARTZ (1978) a proposé une solution
par différence finie.

e Pour mieux comprendre le programme, une introduction en dimension 1.

Pour commencer, essayons de comprendre comment résoudre ce probléme en dimension
1, c’est & dire un programme de la forme suivante,

u'(x) > f(z) pour z €] — 1,1]
u(z) < g(x) pour x €] — 1,1]
(u'(x) = f(x) - (u(x) — g(x)) = 0 pour z €] — 1, 1]

avec la condition de bord suivante u(—1) = u(1) =

On considére alors une grille zp = —1 < 27 < ... < x, = 1, que 'on supposera
homogeéne, de pas h = 2/n, i.e. x; = =1+ ih pour i = 0,...,n. En notant u; = u(x;), on
réécrit le systéme sous la forme

(wimg — 2u; + Uipq) > R f;
u; < g;
((wim1 — 2u; + ujpr) — hzfz) (ui —gi) =0

avec comme conditions de bords uy = u,, = 0. En notant A la matrice associé a cette
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discrétisation, on peut écrire simplement le probléme sous forme matricielle,

-2 1 .. .. 0

Au > f 1 -2 ... .. 0

u<g ,ouA=

(Au— f)(u—g)=0 0o 0 .. =2 1
0 0 1 =2

Une fois posé le probléme numérique discrétisé, reste a le résoudre. On peut noter que
ce programme s’écrit de maniére équivalente

min{Au — f,g —u} =0

ol le minimum est pris composante par composante. Notons que la matrice A peut s’écrire
A=L+U— D, ou L est la matrice contenant des 1 sur la permiére surdiagonale, U sur
la premiére sous diagonale, et D des 2 sur la diagonale. Un peut d’écriture matricielles
permet de réécrire cette équation sous la forme

min{fu — D' (Lu+Uu + f),g —u} =0,

ou encore u = max{D ' (Lu + Uu + f),g}.

Ce probléme la peut alors se résoudre par des algorithmes itératifs, en particulier
I’alogrihtme de SOR projeté:

Pour i =1,...,n, on pose

{ A % (—LukH _Uuk & f)i
ub ™ = max{uf + w[zF — b, g;}

La convergence de cet algorithme a été montrée par CRYER (1971) dans un cadre
encore plus général.

e Résolution du probléme (x,t): méthode SOR projetée.

Cette méthode est exposée en détails dans LAPEYRE, SULEM & TALAY (2002).

e Résolution du probléme (x,t): l'algorithme de Cryer.

e La méthode de pénalisation.

En fait, pour montrer l'existence et l'unicité de la solution au systéme (14.14), on
utilise une méthode de pénalisation pour transformer cette équation en une équation
non-linéaire.

L’idée est d’utiliser une méthode discrétisation de pénalisation, puis de résoudre les
équations nonlinéaires obtenues par une itération de type Newton-Raphson.

On écrit alors

opP OP 1 ,,0P
- —— —rP<
a +r5tas 5 Stasz rP 0
P( (St7 )
oP oP ;)
(8t TSt&S,t St (932 - ) Sm (St7t>>
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Prix des puts américain et européen Frontiere d'exercice

14

70

12

10

Prix de I'option
Prix du sous—jacent
50
1

40

S(0) Temps
Figure 141: Valorisation d'un put américain.

sous la forme suivante, en notant P* le prix du put a la date t si on de décide d’exercer,
ie. P*(St7t) = (K - St)+,

oP or 1 O0*P
S —g?S5? P+ Q.(P, P
o "o, T Sigg TP QR
ou Q(P, P*) = max{P* — P,0}/e ou ¢ est choisi suffisement petit pour que
o oP or 1 0*P
P > P* implique o + TStaSt s r—— 95? —rP =0,

oP 8P 1 o0*P
P = P* — ¢ implique En +rSi— aSt QSE 957

Cette équation pénalisée s’écrit alors, en discrétisant par un schéma de Crank-Nicolson
(en reprenant ’écriture de I’équation [18)

([Aglio1 + [Aghy) + ugor = ZE (34)

N | —

ou le terme de pénalité g; ;41 est simplement

M * . %
Gij+1 = E[Qz - gi,i+j] St gij+1 < 9;
sinon.

ot M est une grande constante donnée a priori et ou g = (K — S;)4 pour un put
ameéricain.

Remarque 109. On rajoute ici un terme de pénalisation a l’équation de discrétisation
dans le cas d’une option européenne.
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Ici, I'écriture matricielle des équations discrétisées se fait sous la forme suivante
[+ M/2+ H(ngrl)}ngrl =[I- M/Z]gj + [H(gj+1)]g*>
ot I(g,,,) est une matrice diagonale qui vaut
[1(g;41) = diag(M x 1(gi;j+1) < g;)-

On obtient ainsi une équation nonlinéaire. Elle se résoud de maniére récursive ot on
utilise 'estimation de H(gj 41) & l'étape k pour en déduire une valeur de gj+1 & l'étape
kE+1.

A partir d’un g9, ,, on résoud, pour k > 1

I+ M/2+T(gh,)]ghti = [I— M/2]gh*" + [I(g},,)lg".

Comme ’a montré FORSYTH & VERTZAL (2002) cet algorithme converge vers une solu-
tion du systéeme d’équations suivantes

1 Gij+1 — Gij
5 ([Aglijer +[Aglig) — e A7 2 <0,
. K
et (9 —9")ij41 > i

ol k est une constante indépendante de At et h.

Numériquement, la difficulté est de choisir pertinament M: si M est trés grand, la
précision sera d’autant meilleure, mais l'algorithme sera lent & converger. FORSYTH &
VERTZAL (2002) suggére de prendre pour M l'inverse de la précision que 'on souhaite
sur le calcul, car

*
9; — Gij+1

1
~ — dans la région d’exercice, i.e. g;x # 0.
gr M

14.15 Une solution analytique dans le cas du put américain

En utilisant le principe de Duhamel sur les équations aux dérivées partielles (ZAUDERER
(1989)), on peut montrer que

P(St) = e / " (X _ 57)0(Sr. $)dSy

0
t Si—s
+/ e_’“s/ rK(Ss, S)dSsds,
0 0

ot la probabilité de transition ¢ (S, S;) (de passer de S; a la date t & S5 & St a la date t)
peut étre calculée explicitement. Notons toutefois que cette formule nécessite de connaitre
le prix du sous-jacent sur la frontiére d’exercice, S;.
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14.16 Approximation de la forme de la frontiére d’exercice
OMBERG (1987) et CHESNEY (1987) ont obtenue une formule exponentielle en supposant
que la fcontiére d’exercice avait une forme exponentielle.

Remarque 110. Cette spécification de la forme de la frontiere d’efficience est parfois
appelée option canadienne (CARR (1996)).

On considére ici une option européenne dont la maturité n’est plus 7', mais une variable
aléatoire 7, distribuée suivant une loi exponentielle de moyenne 7' i.e.

P(r > t) = exp(—t/T)
Une autre interprétation est de dire que I'option est exercée a une date correspondant
au premier saut d'un processus de Poisson. Rappelons aussi que la loi exponentielle est

une loi sans mémoire, i.e. P(1 >t + 2|t > x) = exp(—t/T).
Un calcul rapide permet de montrer que le prix de cette option est

> 1 t
I (Sy, T :/ — exp (——)HS,t dt,
SaT)= [ pew (3 ) misu)

ou I1(Sy, t) est le prix de l'option européenne de méme payoff, de maturité ¢. Aussi, dans
le cas d’un put canadien, une formule fermée peut étre obtenue puisque

H(So, t) = Soq)(dl) - KG_MCI)(CZQ)

d lo S + | r+ i t
1= \/— g 92 )
avec dg == d1 - o‘\/—'

Proposition 111. Le priz d’un put canadien est donné par

P*(5,T) = { {5%) + 1+71 K si S < K

otll, pour rappel,

n(Sp) si So > K

1 0_ AN
“”_9+001+rT>K(K> ’

1 0., x 9~
mm_ﬁ+901+rf>K(K>’

ol 04 sont les racines de ’équation du second degré

ol

soit

971 .UQi B 0224_221_’_“
S T T A\’

Dans le cas d’un call canadien, alors

(S0, T C@Dm&fK
R e L OEE RN
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Prix d'un call canadien Prix d'un put canadien
n o
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o | o
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Figure 142: Call et put canadiens.

Des méthodes de simulations peuvent étre utilisée pour calculer ce prix.

Dans ce modéle, la date a laquelle le détenteur de 'option se demande s’il peut ex-
ercer (ou non) est aléatoire. Il attend donc une durée 7 ot E(7) = 7. Afin d’améliorer le
modeéle, on peut supposer qu’il attend un temps 7, avant de se donner le droit d’exercer,
et s’il n’exerce pas, il attend un temps 75 pour voir & nouveau s’il exerce ou non. On
peut supposer que 71 et 7 sont deux variables exponentielles, indépendantes et équidis-
tribuées. La contrainte précédante impose alors que E(7 + 73) = T', on a donc deux lois
indépendantes, exponentielles, de moyenne T'/2.

De maniére générale, si on suppose que les n dates possibles d’exercices sont données
par un processus de Poisson, alors E(7;) = T'/n. L’idée est alors de faire tendre n vers
I'infini, ce qui fait tendre cette option vers 'option américaine de maturité 7.

Cette somme de lois exponentielles étant une loi Gamma, on peut alors légitimement
étre tenté de valoriser une option canadienne dont la date d’exercice suit une loi Gamma,
de moyenne 7.

Une autre possibilité est de prendre non pas une loi exponentielle pour la durée avant
maturité, mais une loi gamma. On notera alors P, le prix d’un put obtenu en prenant la
somme de n lois exponentielles. En considérant I'extrapolation de Richardson (MARCHUK
& SHAIDUROV (1983)), on pose

P i

’ il(n —1)!

BROADIE & DETEMPLE (1996) propose d’utiliser cette méthode pour approcher le
prix d’une option américaine.
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14.17 Utilisation des méthodes de simulations

La principale difficulté est ici qu'il faut calculer Eq(.,) & une date intermédiaire ¢,, pour
compte tenu du prix a la date ¢,,1. Or parmi toutes les trajectoire, une seule passe par
T, & la date t,. L’idée est ici d’approcher 'espérance par la moyenne arithmérique sur
toutes les trajectoires simulées passant prés de x,, a la date t,,.

14.18 Algorithme de TILLEY (1993)

Etape 0 Générer n trajectoires pour le prix du sous-jacent, k =1,....,n

Etape 1 A une date ¢ € [0, T réordonner les prix S; (1),..., S¢ (n) sur les n trajectoires,
dans le sens décroissant pour un put et dans le sens croissant pour un call. On regroupe
les trajectoires en m sous-groupes de n/m trajectoires. On note B (t, k) le groupe auquel
appartient la kéme trajectoire a la date k (pour la trajectoire k qui atteignait la plus
grande valeur en t, B (t,k) = 1 pour un put et k = 1, et B(¢t,k) = m pour un call et
k=n).

Etape 2 Pour chaque trajectoire k, caller la valeur intrinséque du prix de I'option

(S (k) — K), pour un call
Iy (k) = { (K — S (k) gour un put

Etape 3 Calculer la valeur de détention de l'option H; (k) sur une période, soit

ou V; (j) sera définie a I'étape 6, et ou Vr (j) = Ir (j) pour tout j.
Etape 4 On définie la variable indicatrice d’exercice ou de conservation de I'option

X, (k) = 1siI; (k) > H; (k) on exerce alors 'option
P 0si L (k) < Hy (k) on garde alors 'option (au moins une période)

Etape 5 On note k; les trajectoires pour lesquelles on a intérét a exercer l'option
Etape 6 Pour chaque trajectoire, on définie la valeur actuelle comme
| Li(k) sik>k
W’“)—{ Hy (k) sik < k?
Etape 7 On pose t =t — 0, et on retourne a ’étape 1.

Etape 8 Pour obtenir finallement le prix de l'option a la date ¢ = 0, on définit la
variable indicatrice d’exercice

|1 stk >k
Yt(k)_{() sik < kf

1 siY;(k)=1et Y, (k)=0pours<t
0 sinon

Zt(k):{

Le prix de 'option est alors

n

E—

ArTHUR CHARPENTIER - METHODES NUMERIQUES EN FINANCE



14 OPTIONS AMERICAINES

208

Monte Carlo pour options américaines
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Figure 143: Idée de la méthode de Monte Carlo, TILLEY (1993).
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Figure 144: Idée de la méthode de Monte Carlo, TILLEY (1993).
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Monte Carlo pour options américaines
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Figure 145: Idée de la méthode de Monte Carlo, TILLEY (1993).

Histogramme du prix du put américain (Monte Carlo)
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Figure 146: Convergence de la méthode de Monte Carlo.
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Monte Carlo pour options américaines
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Figure 147: Convergence de la méthode de Monte Carlo.
Monte Carlo pour options américaines
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Figure 148: Intuition de la frontiére d’exercice par Monte Carlo.
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14.19 Algorithme de GRANT, VORA & WEEKS (1996)

A la date T', la payoff de I'option est Pr(Sr) = (S — K), pour un call américain, et
Pr (Sr) = (K — K)_ pour un put américain. Le prix critique d’exercice est alors St = Sr
puisqu’on a intérét a acheter.

Placons nous dans le cas d'un call américain. A la date t = T — 9, on utilise un
algorithme backward, en notant que

. St — K si St Z Szk
F(%) = { e "E (P: (S7)|St) si S < Sf

La valeur critique a la date ¢, S} est le prix pour lequel ces deux quantités sont égales,
soit

Sf = K = ¢ "E (Piys (Stys) [Si = S7)

Il s’agit alors de trouver s tel que f (s) =0 ou
f(s)=5—K —e ™E(P (Sr)|S; = s)

ot E (Pys (Stys)|S: = s) est calculé par des méthodes de Monte Carlo, c’est a dire en
simulant Sr sachant S; = s. On calcule alors f (s) pour plusieurs valeurs de s, puis on
cherche une valeur qui annule f.

L’algorithme de calcul de l'espérance conditionelle est alors le suivant: sup-
posons que l'on cherche & approcher S, a partir des valeurs critiques déja obtenues,
{Sr 1,559, S5 =K}. Pour estimer E (P41 (Spi1) Sy =), on simule des valeurs
des valeurs S,,11, S92, ... jusqu’a arriver soit a expiration, soit a une valeur critique, i.e.
Sy > SF pour un m entre n+ 1 et t. L’espérance est alors approchée par la moyenne des
valeurs suivantes

eI (S — KT (Spt < Siqy o Sr < S3) (par d'exercice anticipé)
om0 (g )T (Snt1 <8kt Sme1 <S54, Sm > S5) (exercice anticipé en m)

14.20 Algorithme de WELCH & CHEN (1991)

Rappelons que le prix d'un call américain s’écrit simplement

C= sup Eg (6_” (S, — K)+)
T€7(0,T)

ou 7 est un temps d’arrét optimal. Une idée "naturelle" peut alors étre de chercher une
procedure permettant de trouver un algorithme permettant d’obtenir le temps d’arrét
optimal.

Ce probléme d’optimisation stochastique peut se résoudre de la maniére suivante (voir
e.g. FU (1994) pour un survey sur ce genre de méthodes).

14.21 Algorithme de BARRAQUAND & MARTINEAU (1995)

Cet algorithme est trés proche de celui de TILLEY (1993), basé sur une partition des
trajectoires simulées. L’idée est partitioner I'espace de la valeur du payoff en K valeurs,
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Algorithme de Barraquand & Martineau (1995)

+
I
1
|

- -
-+

Figure 149: Algorithme de BARRAQUAND & MARTINEAU (1995).

puis d’estimer, a partir de n simulations, les matrices de transition de k; a ko, entre chaque
date.

Soient S’i, i =1,...,n les n trajectoires simulées, aux dates t1, ...,%,,. A chaques dates
(s,t) = (ti,t;), et pour tout t1,t5 € {1,..., K'}, on note p; ;(k1, k2) le nombre de trajectoires
qui sont passés du niveau k; a la date ¢; au niveau k, a la date k;. On note également
a;(k) le nombre de trajectoires au niveau k a la date ¢;.

Posons ¢;(k) la somme de tous les payoffs cumulés des trajectoires qui étaient au niveau
k & la date ;. La valeur moyenne est alors ¢;(k)/a;(k) = ~;(k). De maniére récursive, on
calcule 7, (k) (a échéance, t,, = T'), puis on pose

chi((ll:; ; ;Pkl,kg X '7i+1(j)} :

et on calcule récursivement jusqu'a t = 0.

vi(k) = max {

14.22 Complément: simulation de chaines de Markov

Définition 112. Une chaine de Markov est une suite de variables aléatoires (X, )nen

définies sur un espace E (dit espace d’état) tel que, pour tout n > 0 et pour tout 1, ..., x, €
E

(Xn+1|Xn = Tn, Xl - 3131) é (X'TL+1|XTI, — x77,>~

Si lespace d’état E est fini, ou dénombrable, on I'identifiera & N (ou {1,2,...,n}. On
note
Pijn = P(Xy41 = j|X,, = ©) pour tout 4, j € E.
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Si pijn ne dépend pas de n, on parlera de chaine de Markov homogéne, et p;; est
appelée probabilité de transition. On note P la matrice des probabilités de transition
P = (p;;). Pour tout n € N, si

pY =P(X, = j|Xo = i) pour i,j € E,

alors
"y = p.

n
]

pn) — (

En particulier, la loi (marginale) de X,,, p, est donnée par
Pn = (Pn>/ " Po-

Un état k est dit absorbant si P(X,41 = k| X, = k) = 1.

14.23 Simulations et moindres carrés pour les options améri-
caines

Une derniére solution pour calculer le prix d’une option américaine peut étre d’utiliser la
méthode de LONGSTAFF & SCHWARTZ.

Le but n’est pas d’avoir la fonction valeur, mais de trouver numériquement le temps
d’arrét optimal, pour une trajectoire donnée, 7.

Considérons une option Bermudéenne, permettant d’exerce 'option aux date tg = 0 <
t1 <ty <..<t,=T. On a alors 'algorithme récursif suivant, permettant de trouver le
temps d’arrét optimal 7;, lorsque 1’on I'on se trouve a la date ¢;,

Tn =T
7 =ti- 1(g(Sy) = u(ti, Si,)) + Tiv1 - Lg(Sy,) < ults, Si,)),

pour ¢ = 0,1,...,n — 1. De plus, notons que I'on a également

{g(Sti < u(ti’ Stz))} = {g(Stz) < ]E(e_r(TiJrl_ti)g(STz‘H)|Sti)} .

A Taide de cette définition des temps d’arrét 7;, on peut vérifier qu’ils s’écrivent,
récursivement,
T = l'IliIl{tj 2 ti;g(Stj = U,(tj, Stj>}'

Il s’agit bien des temps d’arréts optimaux au dates t;.

La difficulté est alors de calculer numériquement 1’espérance conditionnelle
E(e (17t g(S,..)|S;,): LONGSTAFF & SCHWARTZ ont proposé d’utiliser une méth-
ode de moindres carrés pour calculer cette espérance conditionnelle.

Notons - pour simplifier - Z;;, = e "("+17%) (S ). Si la fonction g est bornée, Z;,
sera alors bornée. En voyant ’espérance conditionnelle comme une projection dans L2,

on écrit E(Z;11]S;,) sous la forme ;(Sy,), ot ¢ est la fonction telle que

1) = argmin {E ((S,gi+1 - f(Stl))Q)} ’

2
feL?

parmi 'ensemble des fontions f telles que E(f(S;,)?) < oo (en toute rigueur, cet espace
dépend de la date t;).
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On se donne alors une base (h;x)ren de fonctions qui forme une base de L?. Alors

x) = szkhlk(x)
k=1

L’idée de I'algorithme est alors le suivant
1. On initialise en posant 7, =T,

2. On cherche w; = (wjk)ken, suite qui minimise

2
E (6_T(Ti+l_t i) Tz+1 Z i, khl k St )

3. On pose alors

T, =Ti=1t;" ( (Si) > wi i hi k(St) ) + Tig1 -1 (Q(Sti) < Zwi,khi,k(sti)) :
k=1 k=1

La difficulté est ici de résoudre un probléme d’optimisation sur un espace infini, on
va alors considérer une approximation de w; = (wik)ken, W = (Wik)k=1,. K, solution du
programma

Mg

min ¢ E (eT(”“t i) Sriit) Z wi khik(Sy,) )

A partir de 14, on estime 'espérance par une méthode de Monte Carlo, ce qui donne
Ialgorithme suivant: on simule M trajectoires (S]")i=o,...n, pour m = 1,..., M, puis con-
sidére 'algorithme suivant

1. On initialise en posant 7" =T,

2. On cherche w; = (wjk)k=1.. x qui minimise

1 — i
Z ( rriv1—t) H—l szkhzk St )

m:l

3. On pose alors

K K
Tl-m:Ti:ti'l ( Z zkhzk > +Tl+1 <Q<SZ?) <Zwi,khi7k(521)> .
k=1

k=1

A partir de cet algorithme, 'estimateur du prix de 'option américaine a la date 0 est

1 & (r5)g(S
T
Mm:l

Remarque 113. Par soucis de simplicité, on peut prendre une base de fonction (hy) qui
ne dépende pas de la date t;.
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Figure 150: Polynomes de Chebychev, T),(z) = cos(n(x)).

On utilisera ici comme base les polyndémes de Chebetchev. Rappelons que les
polynomes de Chebychev sont définis par

T, (z) = cos(n(x)), sur [—1,1], pour n € N.

Remarque 114. Il n’est pas a priori évident que ces fonction soient des polynomes, et
pourtant, ils vérfient les formules de récurrence suivantes,

To(x)=1etTi(x) =z

et pour n > 1,
Toi1(x) = 22T, (x) — Th—1 ().

Ces polyndmes sont représentés sur la Figure suivante,
Pour résoudre numériquement notre probléme, on notera 7' la matrice n x n de
Chebychev-Vandermonde,

To(ty) Ti(th) ... Th
T(](tQ) T1 (tg) Tn,1
To(t,) Ti(tn) ... Th-1(tn)

Décomposer une fonction f(-) dans la base des polyndémes de Chebychev revient a
chercher w = (wy, wy, ...) tels que

(t1)
T(ty, ) = (t2)

f(z) = Z%TZ(IE) ~ iwsz(x)

Aussi, étant donnée une grille 0 < 77 < x5 < ... < x, < 1, cela revient a résoudre
numeériquement T'(z1, ...pn)w = f.
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Exemple 115. Dans le cas qui nous intéresse, f est une fonction de la forme ....

Dans le papier original, LONGSTAFF & SHWARTZ (2001) suggérent d’utiliser comme
base les polynémes de Laguerre. Ces derniers sont obtenue a partir de la formule de

Rodrigues,
e’ d"

Ly(z) = —— (e~*a"),

n! dzn

comme solution de récenrence
(n+1)Lyy1(z) = 2n+ 1)xL,(x) —nL,_1(x) oun > 1,

avec Lo(z) =1et Ly(x) =1—x.

14.24 Les options perpétuelles

Considérons tout d’abord le cas des options russes, qui sont des options américaines
perpétuelles, qui paieront le maximum observé sur le sous-jacent jusqu’a la date d’exercice.
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